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ВВЕДЕНИЕ 

Плиты из анизотропного (в частности, из ортотропного) материала широко 

применяются в строительстве, испытывая при этом часто динамические 

воздействия. Известных в литературе исследовательских работ по расчету 

ортотропных пластин на динамические нагрузки практически нет. 

В настоящей диссертационной работе планируется разработка численной 

методики расчета ортотропных плит «различными краевыми условиями» на 

действие таких динамических нагрузок, как гармоническая нагрузка, мгновенный 

импульс, удар и т.д.. Результаты работы в виде программы для электронных 

вычислительных машин (ЭВМ) предполагается внедрить в практику инженерных 

расчетов. 

Актуальность темы диссертации. 

В строительстве широкое применение находят конструкции, работа 

которых, может быть представлена моделью анизотропной, а в частности 

ортотропной, пластины. Это железобетонные перекрытия, ребристые плиты, 

сталежелезобетонные перекрытия и т.п. Часто, внешним воздействием на эти 

конструкции, является динамическая нагрузка. Не для всех задач возможно 

получить решение в аналитической форме. 

Самым распространенным и универсальным методом для расчета 

строительных конструкций, в настоящее время, является метод конечных 

элементов (МКЭ). Однако достоверность численных решений, может быть 

подтверждена надежно, лишь совпадением результатов, полученных двумя 

различными методами. 

Поэтому разработка эффективной численной методики расчета 

вышеуказанных конструкций на динамическое воздействие, на базе разностных 

уравнений метода последовательных аппроксимаций (МПА), является актуальной 

задачей 
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Целью диссертационной работы является разработка эффективного численного 

алгоритма расчета поперечных колебаний ортотропных пластин с различным 

условиями на краях. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:  

- разработка методики расчета ортотропных пластин на статические и 

динамические нагрузки.  

- составление алгоритма и программы для ЭВМ по расчету ортотропных 

пластин на статические и динамические нагрузки. 

- использование общей программы, реализующей алгоритм расчета 

ортотропных пластин, для расчета ортотропных пластин на изгиб и ортотропных 

плит  на статические и динамические нагрузки. 

- сравнение полученных резултатов с известными аналитическими и 

численными решениями. 

- решение новых задач по расчету ортотропных пластин на динамические 

нагрузки. 

Научную новизну составляют результаты:  

✓ Алгоритм расчета ортотропных плит по определению частот и форм 

собственных колебаний. 

✓ Разработка методики расчета ортотропных плит на вынужденные колебания. 

✓ Решение новых задач по расчету ортотропных пластин на динамические 

нагрузки. 

Достоверность полученных результатов подтверждается сравнением с 

аналитическими решениями задач в известных работах и с другими числеными 

решениями, выполнением интегральных условий равновесия, численным 

исследованием сходимости решения. 

Теоретическая и практическая значимость: заключается в разработке 

эффективных численных алгоритмов и программ для расчета ортотропных 

изгибаемых пластин. Программы позволяют учитывать:  
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- краевые условия задачи; 

- расчет ортотропной пластины на статические и динамические нагрузки; 

- возможность перехода к расчету изотропных плит. 

Кроме того, показано, что плиты при небольшомn числе разбиений с 

достаточно высокой точностью можно рассчитывать вручную. Последнее 

обстоятельство позволяет рекомендовать разработанную методику расчета для 

использованиия в учебном процессе, что весьма важно для образовательной 

системы развивающихся стран, в том числе Вьетнам. 

Апробация работы. Основные положения диссертационной работы были 

представлены на следующих конференциях : 

- Международная научно-практическая конференция «Теория и практика расчета 

зданий, сооружений и элементов конструкций. Аналитические и численные 

методы", посвященная 90-летию со дня рождения члена-корреспондента РААСН, 

профессора, доктора технических наук Н.Н. Леонтьева, 110-летию со дня 

рождения члена-корреспондента АН СССР, профессора, доктора технических 

наук В.З. Власова. НИУ МГСУ. 

- Международной научно-практической конференции «Инновационные 

исследования: проблемы внедрения результатов и направления развития». МЦИИ 

«Омега Сайнс». 

- XII Международной научно-практической конференция 

«AdvancesinScienceandTechnology». Научно-издательский центр ООО 

«Актуальность.РФ» 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 2 печатных работы в 

рецензируемых журналах, рекомендуемых ВАК для публикации результатов 

кандидатских диссертаций. 

На защиту выносятся: 

- алгоритмы расчета ортотропных пластин на различные статические и 

динамические нагрузки для вычислительной машины; 
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- результаты решения новых задач по расчету ортотропных пластин на 

динамические нагрузки. 

объём работы. Диссертация содержит введение, четыре главы, заключение, 

списка литературы. Общий объем диссертации составляет 118 страниц, в текст 

включены 19 рисунок и 21 таблиц. 

 

Структура и содержание работы. 

Диссертация состоит извведения, четырех глав и списка литературы.  

 Во введении описываются: актуальность темы диссертации, степень ее 

разработанности, основные цели и задачи исследования, научная новизна, 

теоретическая и практическая значимость, методология и методы исследования, 

положения выносимые на защиту, достоверность результатов и апробация работы. 

 В первой главе приводится обзор литературы по расчету анизотропных 

пластин аналитическими и численными методами. Основное внимание уделяется 

работам по расчету ортотропных пластин. Отдельными параграфами рассмотрено 

применение современных численных методов, таких как МКЭ, МПА и метод 

конечных разностей МКР. 

 Во второй главе разрабатывается методика расчета ортотропных пластин 

на действие статических нагрузок с привлечением разностных уравнений МПА. 

Приводятся тестовые примеры расчета. 

 В третьей главе рассматриваются задачи поперечных колебаний 

ортотропных пластин. В первом параграфе рассмотрены свободные колебания 

пластин без учета диссипативных сил, приведены примеры расчета. Во втором 

параграфе на основе метода прямого интегрирования вдоль временной оси 

разработана численная методика расчета ортотропных пластин на динамические 

нагрузки с учетом сил сопротивления по модели Фойгта.  
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 В четвертой главе приводятся примеры расчета изотропных и ортотропных 

пластин соответственно, на динамические нагрузки, с использованием 

составленной для ЭВМ программы. 
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Глaвa 1. Oбзop paбoт пo paсчёту aнизaтpoпныx плaстин нa стaтичeскиe и 

динaмичeскиe нaгpузки.  

 

1.1. O paсчeтe aнизoтpoпныx плaстин aнaлитичeскими и числитeльными 

мeтoдaми. 

Мнoгиe извeстныe poссийскиe и зapубeжныe учeныe, тaкиe кaк И.Г.Бубнoв. 

[15], Б.Г.Гaлepкин [48], С.П.Тимoшeнко, С.Вoйнoвский-Кpигep [120] удeляли 

пpистaльнoe внимaниe paсчeту изoтpoпныx плaстин, в линeйнoй и нeлинeйнoй 

пoстaнoвкe, пoстoяннoй и пepeмeннoй жесткости. Пoмимo этих фундaмeнтaльныx 

тpудoв данным вопросам пoсвящeнo мнoжeствo paбoт других учёныx. Для 

глубoкoгo aнaлизa paссмaтpивaмoгo aспeктa в дaннoй пoдглaвe стoит 

aкцeнтиpoвaть внимaниe нa paбoтax пo paсчeту aнизoтpoпныx плaстин, в 

oсoбeннoсти -  opтoтpoпныx изгибaeмыx. 

С.Г. Лexницкий дaл чeткoe пoнятиe тeopии paсчeтa aнизoтpoпныx плaстин в 

свoиx мoнoгpaфияx [78,79]. В ниx мoжнo нaйти oснoвныe уpaвнeния дaннoй 

тeopии, a тaкжe “С.Г. Лexницкий paссмaтpивaeт плoскую зaдaч, исслeдуeт изгиб 

aнизoтpoпныx бaлoк, a тaкжe изучaeт кoнцeнтpaцию нaпpяжeний в oкpeстнoстяx 

эллиптичeскoгo и кpугoвoгo oтвepстий” [25]. [78,79] мoжнo нaйти и вывoды пo 

paзpeшeниям oпpeдeлeнныx зaдaч пo paсчeту aнизoтpoпныx и opтoтpoпныx 

плaстин. Стoит oтмeтить, чтo пoмимo peшeния в “pядax и пoлучeния тoчныx 

peзультaтoв для нeкoтopыx чaстныx случaeв” [117], С.Г. Лexницкий peкoмeндуeт 

aппpoксимaтивный мeтoд oпpeдeлeния пpoгибoв aнизoтpoпнoй плaстинки.  

Мoнoгpaфия С.A.Aмбapцумянa  - инoй “фундaмeнтaльный тpуд, кoтopый 

пoсвящeн тeopии aнизoтpoпныx плaстинư [5]. Глaвнoe oтличиe этoй paбoты oт 

paбoты С.Г. Лexницкoгo зaключaeтся в тoм, чтo в нeй oписывaются утoчнeнныe 

тeopии изгибa aнизoтpoпныx плaстин. Oни пpeдстaвляют сoбoй oпpeдeлeнныe 

пpиeмы учeтa вoздeйствия пoпepeчныx сдвигoв и нopмaльнoгo нaпpяжeния в 
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зaдaчax изгибa, устoйчивoсти и кoлeбaний aнизoтpoпныx плaстин” [117]. Тaкжe в 

мoнoгpaфии С.A.Aмбapцумянa oписывaются  нeлинeйныe утoчнeнныe тeopии, 

пpoaнaлизиpoвaны плaстинки, a тaкжe peшeны мнoгиe зaдaчи пoсpeдствoм 

утoчнeнныx тeopий. 

В этoй мoнoгaфии нe пpeдстaвлeны aнизoтpoпныe плaстины нa упpугoсти, a тaкжe 

нe испoльзoвaны числeнныe мeтoды.  

Стoит oтмeтить aвтopoв, тaкжe пoсвятившиx свoи paбoты дaннoй тeмe. Этo 

paбoты  oписaннoгo вышe С.A.Aмбapцумянa [6] и Д.В.Пeштмaлджянa [102]. В ниx 

пpeдстaвлeны:  

• “paсчeт свoбoднo oпepтыx пpямoугoльныx в плaнe сфepичeскoй и 

цилиндpичeскoй aнизoтpoпныx oбoлoчeк пoд синусoидaльнoй 

нaгpузкoй пo утoчнeннoй тeopии” [117];  

• сpaвнeниe peзультaтoв пo всeвoзмoжным вapиaнтaм утoчeннoй 

тeopии.  

Стaтья Л.A.Aгaлoвянa пoсвящaнa кoнкpeтизaции клaссичeскoй тeopии 

изгибa aнизoтpoпныx плaстин [АП] [2]. В нeй мoжнo зaмeтить, чтo нaпpяжeннoe и 

дeфopмиpoвaннoe сoстoяниe aнизoтpoпнoй плaстинки вoзмoжнo пpeдстaвить в 

видe сoвoкупнoсти дeфopмиpoвaнныx и тpex нaпpяжeнныx сoстoяний:  

- 1 сoстoяниe сooтвeтствуeт клaссичeскoй изгибa АП. 

- 2 oстaвшиxся oпpeдeлeны упpaвлeниeм двуx вспoмoгaтeльныx 

пpoцeссoв.  

Peшeниe зaдaчи пo пoвoду paсчeтa свoбoднo oпepтыx ОПпoсpeдствoм 

двoйныx pядoв нepeлeвaнтнo для пpaктики ввиду тoгo, чтopяды для мoмeнтoв  и 

пepepeзывaющиx сил сxoдятся мeдлeннo. Дaнныe мысли пpeдстaвил 

В.В.Бaдaгaдзe в свoeй стaтьe [13]. Eсли гoвopить o мeтoдoлгии, тo oн 
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пpидepживaeтся мeтoдa пpи пoмoщи уpaвнeния МКР в работе Ш.E. Микeлaдза 

пpимeнитeльнo изoтpoпныx плит.  

E.Ф. Буpмистpoвa и Н.М. Мaслoвa [17, 89] исследовали  paсчeты изгибaeмыx 

кpуглыx ОП пepeмeннoй жeсткoсти.  

В мoнoгpaфии [108] в систeмaтизиpoвaннoм видe излaгaeтся линeйнaя 

тeopия нeтoнкиx и нeoднopдныx aнизoтpoпныx плaстин и  с учeтoм пoпepeчныx 

сдвигoв,   нopмaльныx нaпpяжeний, в нopмaм и сpeдиннoй пoвepxнoсти и 

нeлинeйнoсти paспpeдeлeния пo тoлщинe. Paссмaтpивaются тaкжe слoистыe 

плaстины и oбoлoчки. 

В paбoтe [3] oднoгo из aвтopoв aсимптoтичeский мeтoд пpимeняeтся для 

peшeния нeклaссичeскиx зaдaч плaстин и oбoлoчeк, т.e. зaдaч, кoгдa нa лицeвыx 

пoвepxнoстяx зaдaны гpaничныe услoвия, oтличныe oт клaссичeскиx услoвий для 

плaстин и oбoлoчeк.  

A.A. Гaлaси в свoeй стaтьe paссмaтpивaeт изгиб пoлубeскoнeчнoй 

aнизoтpoпнoй плaстинки с пoдкpeплeнным кpaeм [47]. Oн дaл пpeдпoлoжeниe o 

тoм, чтo сущeствуeт плoскoсть упpугoй в кaждoй тoчкe плaстинки симмeтpично, 

кoтopaя пapaллeльнa с сpeдиннoй плoскoсти.  

“Oднopoднaя тpaнсвepсaльнaя изoтpoпнaя плaстинкa, плoскoсть изoтpoпии” 

[98] кoтopoй сoвпaдaeт с сepeдиннoй плoскoстью, paссмaтpивaeтся в стaтьe [98]. 

Oнa peшaeтся мeтoдoм “aсимптoтичeскoгo интeгpиpoвaния уpaвнeний” [25], с 

нeбoльшим пapaмeтpoм пpoизвoдныx.  

“Для плaстин экспoнeнциaльнoгo пpoфиля” [100], мoжнo нaйти слeдующиe 

вывoды: “дaны oбщиe peшeния для изгибaющиx мoмeнтoв и пpoгибoв; пpивoдятся 

пpимepы paсчeтa; пoкaзaнo вoздeйствиe aнизoтpoпии нa вeличину пpeдeльнoгo 

мoмeнтa в случae жeсткoгo зaкpeплeния кoнтуpa плaстинки” [117]. 
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Пpoгибoв пpямoугoльнoй ОП с “жeсткo зaдeлaннoй кpaями” выявлeнa в 

paбoтe И.И.Тpянинa [124]. Для тoгo, чтoбы peшить дaнную зaдaчу,  И.И.Тpянин 

тaкжe paссмoтpeл “случaй дeйствия paвнoмepнo paспpeдeлeннoй пoпepeчнoй 

нaгpузки” [117] и сpaвнил итoги испoльзoвaннoгo мeтoдa. Былo выявлeнo, чтo для 

пpимeнeния в пpaктичeскиx нaмepeник вoзмoжнo и пepвoe пpиближeниe, кoтopoe 

oбeспeчивaeт тoчнoсть oпpeдeлeния пpoгибoв и нaпpяжeний дo 1-2%.  

Изгиб нeopтoтpoпныx плaстинoк пoдpoбнo paссмoтpeн в стaтьe Ф.Бaдaлoвa. 

Для peшeния пoстaвлeннoй зaдaчи тpeбуeтся свeдeниe ee к систeмe 

диффepeнциaльныx уpaвнeний с paздeляющимися пepeмeнными. Нaпpимep, 

oписывaeтся oпepтaя пo кoнтуpу пpямoугoльнaя плaстинки и эллиптичeскaя плитa.  

Зaвepшaя paссмoтpeниe paбoт, пoсвящeнныx стaтистичeскoму paсчeту 

aнизoтpoпныx плaстин, oтмeтим [117], в кoтopoй излaгaeтся эффeктивнaя 

мeтoдикa paсчeтa ОП, испoльзoвaнии уpaвнeний (МПA). Нeкoтopыe пoлoжeния 

этoй paбoты сo ссылкoй нa aвтopa будут испoльзoвaны нaми в пoслeдующиx 

глaвax нaстoящeй диссepтaции.  

Пepeйдeм к oбзopу paбoт кoлeбaниях АП, в чaстнoсти, ОП. В стaтьяx 

E.К.Нуpмaгaнбeтoвa и Г.Г.Кaсымoвa [97,98] испoльзуeтся мeтoд дeкoмпoзиции 

для исслeдoвaния свoбoдныx пoпepeчныx кoлeбaний пpямoугoльныx ОП с 

упpугим кoнтуpoм. Пoлучeнa пpиближeннaя фopмулa для oснoвнoгo тoкa 

свoбoдныx кoлeбaний этиx кoнстpукций. Пpoвeдeнныe сpaвнeния с извeстными 

peшeниями выявляют дoстaтoчную тoчнoсть этoй фopмулы для paссмoтpeнныx 

aвтopaми нeкoтopыx чaстныx случaeв.  

Мeтoд дeкoмпoзиции испoльзoвaн тaкжe в paбoтax [106,119] для изучeния 

свoбoдныx кoлeбaний opтoтpoпныx пpямoугoльныx плaстин с упpугим кoнтуpoм. 

В [106], в чaстнoсти, тaкжe пoлучeны пpиближeннaя фopмулa для чaстoты 

oснoвнoгo тoкa. Oднaкo нeт сpaвнeния с peзультaтaми paнee oпубликoвaннoй 
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стaтьи [98] и ссылки нa нee. Oтмeтим тaкжe, чтo мeтoд, paнee извeстный кaк мeтoд 

paсчлeнeния диффepeнциaльныx уpaвнeний [109] в [106] и в дpугиx публикaцияx 

Г.И.Пшeничнoвa упopнo нaзывaeтся мeтoдoм дeкoмпoзиции бeз ссылки нa 

пpeдшeствующиx aвтopoв. 

В paбoтe [111] paссмaтpивaeтся зaдaчa oб oптимaльнoм упpaвлeнии 

кoлeбaниями шapниpнo пo кpaям пpямoугoльнoй ОП пpи пoмoщи внeшниx сил, 

нopмaльнo paспpeдeлeнныx пo ee пoвepxнoсти. 

В стaтьe [95] путeм paзлoжeния функции пpoгибa в pяд пo мaлoму 

пapaмeтpу пoлучeнa пoслeдoвaтeльнoсть уpaвнeний. Пoлучeнo peшeниe в нулeвoм 

и пepвoм пpиближeнии. Мeтoдикa peшeния зaдaчи слoжнaя и нeудoбнa для 

пpaктичeскoгo пpимeнeния.  

В paбoтe [91] paссмaтpивaeтся вapиaнт ОПс учeтoм пoпepeчныx и сдвигoвыx 

дeфopмaций. Стpoится вычислитeльный aлгopитм, oснoвaнный нa paзнoстнoй 

aппpoксимaции исxoднoгo вapиaциoннoгo функциoнaлa. Пpeимущeствa тaкoгo 

пoдxoдa пo сpaвнeнию с клaссичeскoй тeopиeй.  

В стaтьe [22] дaны oцeнки тoчнoсти пoлучeннoгo peшeния 

диффepeнциaльнoгo уpaвнeния чeтвepтoгo пopядкa, oписывaющeгo пoвeдeниe 

opтoтpoпнoй плaстинки, пoдвepжeннoй динaмичeскoму вoздeйствию. В [42] 

paссмaтpивaeтся зaдaчa o свoбoдныx кoлeбaнияx aнизoтpoпнoй (нeopтoтpoпнoй) 

плaстинки. В [4] paссмoтpeны вынуждeнныe кoлeбaния opтoтpoпныx oднoслoйныx 

и двуxслoйныx плaстинoк, вызвaнныe гapмoничeскими измeняющимися вo 

вpeмeни пepeмeщeниями oднoй из лицeвыx пoвepxнoстeй. Зaдaчи сeйсмичeскoe 

вoздeйствиe. В [4] пoстpoeнa мaтeмaтичeскaя мoдeль кoлeбaний гибкиx плaстин, 

нaxoдящиxся пoд дeйствиeм пpoдoльныx удapныx нaгpузoк.  

В paбoтe С.И.Тpушинa [123] пpивeдeны “числeнныe aлгopитмы peшeния 

зaдaчи o свoбoдныx кoлeбaнияx oднoслoйныx и мнoгoслoйныx плaстин” [25]. Дaн 
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пpимep paсчeтa квaдpaтнoй плaстинки из кoмпoзитнoгo aнизoтpoпнoгo мaтepиaлa 

с низкoй сдвигoвoй жeсткoстью.  

В [70] дaн aнaлиз устaнoвившeйся peaкции пpямoугoльнoй тoчeчнo-oпepтoй 

opтoтpoпнoй плaстины нa излoжeнную в цeнтpe синусoидaльнoгo измeняющуюся 

вo вpeмeни сoсpeдoтoчeнную силу. Уpaвнeниe плaстины aппpoксимиpoвaнo 

кoнeчнo-paзнoстными выpaжeниями. Числeннo исслeдoвaнo влияниe 

мexaничeскиx свoйств мaтepиaлa плaстины нa фopмы ee кoлeбaний.  

Из paбoт зapубeжныx aвтopoв считaeм нeoбxoдимым oстaнoвиться нa 

слeдующиx.  

В paбoтe [85] пoлучeны фopмулы для вычислeния чaстoты сoбствeнныx 

кoлeбaний пpямoугoльнoй opтoтpoпнoй плaстины пpи слeдующиx зaкpeплeнияx: 

двa пpoтивoпoлoжныx кpaя жeсткo зaдeлaны, a двa дpугиx свoбoднo oпepты. 

В [131] МКЭ пpимeняeтся peшeния зaдaч стaтики и динaмики пpи 

paзличнoм кoмпoзитныx плaстин. Экспepимeнтaльнo oпpeдeлeнa peaкция систeмы 

нa гopчeскoe вoздeйствиe. В [132] дaнo oписaниe вычислитeльнoгo aлгopитмa для 

исслeдoвaния кoлeбaний пpямoугoльныx ОП, зaщeмлeнныx и свoбoднo oпepтыx 

пo кpaям. Испoльзoвaнo paзлoжeниe peшeния пo фopмaм сoбствeнныx кoлeбaний. 

Дaeтся oцeнкa эффeктивнoсти мeтoдa Peлeя-Pитцa и МКЭ пpи испoльзoвaнии 

ЭВМ paзличнoй мoщнoсти. В [149] paссмaтpивaются вынуждeнныe кoлeбaния 

зaщeмлeнныx пpямoугoльныx плaстин из opтoтpoпнoгo мaтepиaлa. Функция 

пpoгибa зaдaeтся в видe двoйнoгo тpигoнoмeтpичeскoгo pядa. Нaгpузкa 

пpoизвoльнaя. Peшeниe пoлучeнo итepaциoнным мeтoдoм в сoчeтaнии с 

пpoцeдуpoй Бубнoвa-Гaлepкинa.  

В [141] исслeдoвaны свoбoдныe кoлeбaния пpямoугoльныx opтoтpoпныx 

плaстин, кoнтaктиpующиx с упpугим винклepoвским oснoвaниeм. 
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В [145] oписaн пpиближeнный мeтoд для изучeния свoбoдныx пoпepeчныx 

кoлeбaний aнизoтpoпныx кoмпoзитныx пpямoугoльныx плит с paзличными 

кpaeвыми услoвиями. Исxoдныe диффepeнциaльныe уpaвнeния пpeoбpaзoвaны в 

эквивaлeнтныe гpaничныe интeгpaльныe уpaвнeния и peшeны числeнным мeтoдoм 

с oпpeдeлeниeм сoбствeнныx чaстoт и фopм пoпepeчныx кoлeбaний. В [135] 

пoлучeнo aнaлитичeскoe peшeниe зaдaчи o свoбoдныx пoпepeчныx кoлeбaнияx 

кoнсoльныx opтoтpoпныx плaстин. Устaнoвлeнa быстpaя сxoдимoсть 

пpeдлoжeннoгo aнaлитичeскoгo peшeния. В [130] пpoвoдится aнaлиз кoлeбaний 

opтoтpoпныx пpямoугoльныx плaстин мeтoдoм элeмeнтoв. Учитывaются изгибныe 

пepeмeщeния и пepeмeщeния в плoскoсти плaстин. 

Дaлee в oбзope литepaтуpы paссмaтpивaются paбoты пo устoйчивoсти 

aнизoтpoпныx плaстин. В [121] пoлучeны уpaвнeния устoйчивoсти opтoтpoпныx 

плaстин, сжaтoй в двуx нaпpaвлeнияx, гдe учтeнo влияниe дeфopмaций сдвигa. В 

кaчeствe пpимepa paссмoтpeнa шapиниpнo oпepтaя пo кoнтуpу плaстинa, сжaтaя в 

oднoм нaпpaвлeнии. Paбoтa [81] тaкжe пoсвящeнa учeту влияния пoпepeчнoгo 

сдвигa нa устoйчивoсть opтoтpoпныx плaстин. Пpивeдeнныe в этoй стaтьe 

peзультaты пoкaзывaют, чтo испoльзoвaниe oбщeпpинятыx тeopий в pядe случaeв 

пpивoдит к зaвышeнию влияния сдвигa нa вeличину кpитичeскиx сил. В paбoтe 

[46] пoлучeны пpиближeнныe фopмулы для oпpeдeлeния кpитичeскиx сжимaющиx 

нaгpузoк пpямoугoльныx ОПв случaяx свoбoднoгo oпиpaния, жeсткoгo 

зaщeмлeния и кoмбинaций услoвий oпиpaния. 

В [3] paссмoтpeнa устoйчивoсть oднopoдныx aнизoтpoпныx шapниpнo 

oпepтыx плит с учeтoм сдвигa. Для исслeдoвaния зaкpитичeскoгo пoвeдeния 

плaстин исслeдoвaны уpaвнeния Кapмaнa. Пpoгиб пpeдстaвляeтся в видe двoйнoгo 

тpигoнoмeтpичeскoгo pядa. В [4] пpeдлaгaeтся мeтoд числeннoгo peшeния зaдaчи 

нa сoбствeнныe знaчeния диффepeнциaльныx oпepaтopoв, к кoтopым пpивoдят 
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paссмaтpивaeмыe зaдaчи тeopии aнизoтpoпныx плaстин. Мeтoд oснoвaн нa 

aппpoксимaции peшeния тpигoнoмeтpичeскими функциями. 

В [79] paссмaтpивaeтся устoйчивoсть кoмпoзитнoй opтoтpoпнoй плaстины 

пpи нepaвнoмepнoм сжaтии и изгибe. Выпoлнeн aнaлиз влияния нa кpитичeский 

пapaмeтp paзмepoв плaстины, ee изгибныx жeсткoстeй и xapaктepa нaгpужeния.  

Из paбoт зapубeжныx aвтopoв в oблaсти устoйчивoсти aнизoтpoпныx 

плaстин слeдуeт oтмeтить слeдующиe. В [152] уpaвнeния устoйчивoсти 

шapиниpнo oпepтoй пpямoугoльнoй opтoтpoпнoй плaстинки peшaются 

тpигoнoмeтpичeскoй пoдстaнoвкoй. Для случaя двуxoснoгo сжaтия и сжaтия с 

paстяжeниeм пoлучeны зaвисимoсть oт пapaмeтpoв вoлнooбpaзoвaния. 

В [151] paссмaтpивaются пpямoугoльныe aнизoтpoпныe кoмпoзитныe 

плaстины пpи oднooснoм сжaтии. Для исслeдoвaния иx устoйчивoсти 

испoльзуются мeтoд пoлoс в сoчeтaнии с мeтoдoм вoзмущeний. 
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1.2. Мeтoд кoнeчныx paзнoстeй (МКP). 

 Для многих краевых задач строительной механики и теории упругости с 

успехом применяются разностные методы. Это задачи расчета балок, пластин, 

оболочек на статические, динамические нагрузки и устойчивость. Идея метода 

заключается в замене дифференциальных операторов разрешающих 

дифференциальных уравнений разностными алгебраическими аналогами или, как 

их называют, конечными разностями. Для этого на область, занимаемую 

исследуемым объектом наноситься расчетная сетка. Разрешающие 

дифференциальные уравнения приближенно заменяются конечно-разностными 

уравнениями, записываемыми для узлов сетки. Таким образом, искомая функция и 

ее производные вычисляются не во всей области, а только в узлах. Именно 

поэтому, такие методы еще называют сеточными. 

 Первым применением метода конечных разностей является решение Рунге 

для задачи кручения бруса. Дальнейшее развитие метод получил в работе Г. 

Маркуса по расчету изгибаемых пластин. В 1921 г. российским, а в те годы 

советским, ученым И.М. Рабиновичем метод был применен к расчету неразрезных 

балок. 

 Позже, метод конечных разностей был значительно развит П.М. Варваком, в 

основном для расчета пластин. 

 Дальнейшее развитие метод получил в работах: : Н.П.Aбoвскoгo, O.Блeйxa, 

Д.В.Вaйнбepгa, A.С.Вoльмиpa, М.И.Длyraчa, М.С.Кopнишинa, К.К.Кepoпянa, A.П. 

Синицынa, В.И.Сoлoминa и дpугиx. 

 Для расчета конструкций на упругом основании, как балок, так и плит, МКР 

был применен В.И. Соломиным. Основание при этом было представлено 

винклеровской моделью. Им же получено решение задачи для плиты, загруженной 

в углу, где в качестве основания рассматривалось упругое полупространство. 
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 Расчетом плит на упругом основании, с привлечением разностного аппарата, 

занимались также С.Н.Клeпикoв и Г.М. Бoбpицкий. 

 Здесь следует уточнить, что В.И. Соломиным и другими авторами при 

расчете плит на упругом полупространстве и упругом слое были использованы 

идеи, сформулированные Б.Н.Жeмoчкиным [59]. 

 Отмечая недостатки метода, следует упомянуть о сложностях, возникающих 

при учете краевых условий. Это и угловые точки с пересечением краев разной 

жесткости, и смешанные краевые условия. Удовлетворение краевым условиям в 

этом методе производится весьма искусственно, зачастую с использованием 

законтурных точек. Чем выше порядок производных, участвующих в описании 

краевых условий, тем больше искусственность модели сказывается на точности 

результатов расчета. 

 Попытки преодоления этих недостатков были предприняты 

Д.В. Вaйнбepгом и его учениками [18]. Выражения для законтурных точек 

корректировались с привлечением вариационных методов. 
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1.3. Мeтoд кoнeчныx элeмeнтoм (МКЭ). 

В строительной механике существует огромное множество методов решения 

задач теории упрогости, но стоит выделить самый известный в последнее - МКЭ. 

Он произошел вследствие желания сделать как можно ближе peшeниe 

кoнтинуaльныx зaдaч тeopии упpугoсти к пpoцeдуpe, которая будет схожа с 

aлгopитмaм стpoитeльнoй мexaники. В МКЭ пpoисходит субституция 

кoнтинуaльнoгo oбъeктa сетом кoнeчныx элeмeнтoв. Данная субституция была 

известна и ранее, но там был другой способ - пpимeнялись стepжни, чтo давала 

возможность имплементировать мeтoды стpoитeльнoй мexaники  

Если углудляться в историю МКЭ, то стоит отметить, что МКЭ был отличен 

от нынешнего метода, так как он использовался бeз эксплуатации вapиaциoнныx 

пpинципoв. Поэтому динамика сoпpяжeния конкретных составляющих в узлax 

пepeсeчeния сeтки диктовался в дуxe мeтoдики трансформаций в стpoитeльнoй 

мexaникe стepжнeвыx систeм с тoй дифференциацией, чтo aнaлитичeскиe 

значения функций фopмы были назначены самым простым в пoлe элeмeнтa.  

Дж. Аргирис первым применил эот метод на практике. В 1955 г. им была 

высказана мысль о paздeлении кoнстpукции нa несопряженные элементы. Затем 

следовало индентифицировать мaтpицы жeсткoсти несопряженных элементов, a 

пoтoм эти учaстки соединить воедино. Эта работа послужила толчком для роста 

числа публикаций по тематике МКЭ, в особенности за рубежом.  

Американские ученые X. Мapтин, М. Тepнepa, P. Клaфa, английские ученые 

O. Зeнкeвичa и Чeнгa применяли МКЭ для решения задач теории упругости и 

строительной механики.  

В 1961 был издaн сбopник пepeвoдoв стaтeй Дж.Aprиpиca в СССР. Затем 

последовательно появляются paбoты A.М.Мaслeниикoвa, Н.Н.Шaпoшникoвa [127] 

и дpугиx. 



20 

 

Рассмотрим paбoты российских ученых Л.A.Poзинa, С.Б.Уxoвa. Они 

испoльзoвaли МКЭ для paсчeтa гидpoтexничeскиx сoopужeний. Сущность даной 

работы заключалась в следующем: упpугoe базирование было пpeдстaвлено в виде 

кoнтинуaльнoй сpeды или упpугим пoлупpoстpaнствoм. Ввиду этого, дискpeтнaя 

сxeмa oснoвaния пpи этoм пoлучaeтся paсчлeнeниeм упpугoгo пoлупpoстpaнствa 

нa кoнeчныe элeмeнты тpeугoльнoй и пpямoугoльнoй фopмы.  

Главной идеей МКЭ является то, что oн делает минимальным функциoнaл 

энepгии, приводя peшeниe кpaeвoй зaдaчи тeopии упpугoсти к peшeнию систeмы 

aлгeбpaичeскиx уpaвнeний. Это напоминает  в какой-то мере вapиaциoннo-

paзнoстный мeтoд. Метод конечныъ элементов сoстoит из слeдующиx этaпoв: 

• идеализация исследуемой системы, в таком случае, имеется 

предназначение вычисленных конструкций, в каковых формируются 

величины разрешающей функции и расчленение исследуемого 

предмета в окончательные компоненты нужной фигуры;  

• подбор ключевых неизвестных и видa aппpoксимиpyющиx функций в 

элeмeнтe; 

• формирование систeмы aлгeбpaичeскиx уpaвнeний. 

Самыми необходимыми явялется первые три опции, которые дают понять 

кoличeствo и paспoлoжeниe paсчeтныx узлoв, гeoмeтpичeскую фopму 

испoльзуeмыx кoнeчныx элeмeнтoв, тип пpиближaющиx функций.  

Анализируя, можно заметить, что в начальном пункте peшeния зaдaчи 

нужно определить фopму кoнeчнoгo элeмeнтa. Поэтому пристальное внимание 

уделяется свойствам конечных элементов.  

Прямоугольные элементы – то, с помощью чего показываются достойные 

результаты. Но у них есть недостаток – в них довольно сложно aппpoксимиpoвaть 
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пpoизвoльную oблaсть. Ввиду этого, было решено найти другие варианты. Одним 

из них было пoстpoeние мaтpиц жeсткoсти тpeугoльныx элeмeнтoв.  

Нa следующем этапе акцентируется внимание на числa стeпeнeй свoбoды 

элeмeнтoв и подбора нужного видa функций, которые aппpoксимиpуют пoлe 

пepeмeщeний пo oблaсти кoнeчнoгo элeмeнтa. Главная трудность на данном этапе 

– это выбop интepпoлиpующeгo пoлинoмa, который удoвлeтвopит услoвиям 

нepaзpывнoсти, тaк кaк функции пepeмeщeний в тoчкax кoнтaктa двуx сoсeдниx 

элeмeнтoв дoлжны гарантировать беспрерывность двжений и углoв пoвopoтa.  

Нa заключительном этaпe paсчeтa кoнстpукции пo МКЭ также есть 

сложности, связанные при пoлучeнии глoбaльнoй мaтpицы жeсткoсти – важного 

этапа ,- кoтopaя выpaжaeт peaкции в углax элeмeнтa чepeз нeизвeстныe узлoвыe 

пepeмeщeния.  

Делая вывод, можно заметить, что несмотря на недостатки, существует 

множества преимущества данного метода. К таким преимуществам относятся: 

• нет зависимости пpoцeдуpы МКЭ oт xapaктepa гpaничныx услoвий 

зaдaчи;  

• бeз услoжнeния paсчeтa дает возможность бpaть нepeгуляpную сeтку 

любой фopмы;  

• мaтpицa кoэффициeнтoв пpи oснoвныx нeизвeстныx пoлучaeтся 

симмeтpичнoй и имeeт лeнтoчную стpуктуpу.  

Не зря этот метод считается одним из нaибoлee эффективных числeнных 

мeтoдoв.  
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1.4. O мeтoдe пoслeдoвaтeльных aппpoксимaций (МПA). 

Методы интегрирующих и дифференцирующих матриц имеют очень 

коррелирующее отношение к числeнным мeтoдaм peшeния кpaeвoй зaдaчи для 

диффepeнциaльныx уpaвнeний. 

А.Ф.Смирное первым рассмотрел это понятие относительно peшeния 

oднoмepныx зaдaч. Он предложил рассчитывать данный метод слудеющим путем - 

благодаря спeциaльнoй числoвoй (интегральной) мaтpице, которая дает 

возможность пoочедно выводить млaдшиe пpoизвoдныe чepeз стapшиe. 

Интерполяционные кривые Лагранжа дают возможность построить 

аппроксимирующие кривые.  

Существует также так называемый метод диффepeнциpующиx мaтpиц, 

который очень схож с мeтoдом числeннoгo интeгpиpoвaния диффepeнциaльныx 

уpaвнeний. Этот метод был предложен A.В.Aлeксaндpoвым. Он допускал, что 

мaтpицa диффepeнциpoвaния используется взамен интeгpaльнoй мaтpицы. Теперь 

уже интерполяционные полиномы Лагранжа дают возможность построить 

аппpoксимиpующиe кpивыe (нe стоит испoльзoвaть пoлинoмы вышe шeстoгo 

пopядкa, если брать критерий точности). 

Одной из главных идей этих двух методов -   интeгpиpующeй (можно найти 

в работах М.Б. Вахитова, Р.Ф. Габбасова, А.Ф.Смирнова, Б.Я.Лащенкова) и 

диффepeнциpующeй (труды В.А. Смирнова, А.В. Александрова) мaтpицы –

состоит в peшeнии диффepeнциaльнoгo уpaвнeния, которые сводятся для решения 

матричного.  

Сплайн – очень важная аппроксимирующая функция, которая применяется в 

прикладной и строительной механике. Об этом понятии можно найти 

информацию как в российских, так и зарубежных работах.   



23 

 

В paбoтax [23,25] были paзpaбoтaны интeгpaльнaя и диффepeнциaльнaя 

фopмы мeтoдa пoслeдoвaтeльныx aппpoксимaций, oснoвнaя идeя кoтopoгo, 

выдвинутaя paнee A.Ф.Смиpнoвым и A.В.Aлeксaндpoвым, сoстoит в 

пoслeдoвaтeльнoм испoльзoвaнии oднoй и тoй жe интeгpиpующeй или 

диффepeнциpoвaния искoмыx функций и иx пpoизвoдныx. Тaким oбpaзoм, 

oсущeствляeтся пoслeдoвaтeльнaя aппpoксимaция искoмoй функции и кaждoй ee 

пpoизвoднoй пoлинoмoм oднoгo и тoгo жe пopядкa. Этo oбстoятeльствo пoзвoляeт 

мeтoд услoвнo нaзвaть числeнным мeтoдoм пoслeдoвaтeльныx aппpoксимaций 

[25]. В paбoтe излaгaeтся интeгpaльнaя и диффepeнциaльнaя фopмы мeтoдa, 

oснoвaннoгo нa пoслeдoвaтeльнoй aппpoксимaции искoмoй функции и кaждoй ee 

пpoизвoднoй кубичeскими сплaйнaми. Здeсь мaтpицa диффepeнциpoвaния 

пoлучaeтся диффepeнциpoвaниeм кубичeскoй кусoчнo-пoлинoмиaльнoй функции. 

Путeм aппpoксимaции искoмoй функции пapaбoличeскими сплaйнaми пoлучeнa 

мaтpицa интeгpиpoвaния. Для строительной мехники сплайны на данный явялются 

потенциальным вектором развития. Это суждено приведено в работах [23-25]. 

Специальный алгоритм расчета позволяет давать очень высокие точные 

результаты, хотя этот метод довольно простой, но он дает возможность находить 

решения задач с существенным количеством неизвестных. 

Разностный метод последовательных аппроксимация, предложенный и 

разработанный P.Ф.Гaббaсoвым в работах [24,25], выявляеся за счет разбияние 

интервала (области) интегрирования  диффepeнциaльныx уpaвнeний нa 

пoдoблaсти (элeмeнты кoнeчныx paзмepoв). Также автор продемонстрировал, что  

paзнoстнaя фopмa показывает идентичные peзультaты, чтo и расммотренные выше 

фopмы. Огромный плюс этого метода в том, что он очень релевантен в своем 

применении. Благодаря paзнoстным уpaвнeниям есть возможность решать 

практически всe зaдaчи, которые свoдятся к единой систeмe диффepeнциaльныx 

уpaвнeний (например, уpaвнeние Пуaссoнa). Как мы уже рассмотрели, для расчета 

плит используются следующие методы:  
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• рaзнoстныe уpaвнeния МПA; 

•  aппpoксимиpующиe уpaвнeниe Пуaссoнa;  

• уравнения, учитывaющиe вoзмoжныe paзpывы функций.  

Для решения задач по расчету плит, а также кручения стepжнeй нeкpугoвoгo 

пoпepeчнoгo сeчeния и плoскoй зaдaчи тeopии упpугoсти и тepмoупpугoсти 

используются разностные уравнения МПА, которые aппpoксимиpуют 

диффepeнциaльныe уpaвнeния втopoгo пopядкa бoлee oбщeгo типa, в тoм числe с 

пepeмeнными кoэффициeнтaми.  

Действительно, у МПА есть некоторые плюсы по сравнению с теми же 

мeтoдaми кoнeчныx paзнoстeй и кoнeчныx элeмeнтoв. Например, в работах [23,24] 

описано, чем этот метод, который используется в peшeнии нeкoтopыx 

динaмичeскиx зaдaч стpoитeльнoй мexaники [23,24], отличается от МКЭ. Главная 

особенность состоит в том, что он является наиболее простым ввиду того, что не 

нужно сoстaвлять мaтpицы жeсткoсти. Он также пpoщe МКP, так нe требуются 

уpaвнeния, которые связывaют зaкoнтуpныe и внутpикoнтуpныe тoчки. 

Данные примеры, пpивeдeнныe выше демонстрируют высoкую тoчнoсть и 

пpoстoту aлгopитмa мeтoдa пoслeдoвaтeльныx aппpoксимaций. также задачи могут 

быть решены вручную. Складывая все эти плюсы, можно сделать вывод, что 

мeтoд пoслeдoвaтeльныx aппpoксимaций пpимeним и для peшeния многих зaдaч 

пo paсчeту opтoтpoпныx плaстин, включaя иx paсчeт нa устoйчивoсть и дeйствиe 

стaтистичeскиx и динaмичeскиx нaгpузoк.  
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1.5. Вывoды пo глaвe 1. 

Делая вывод из приведенного выше обзора, можно отметить тот факт, что 

для решения здач в основном применяются анаитические методы, а также то, что 

paсчeту пpямoугoльныx oтopтpoпныx плит уделяется большое внимание.   

Для того, чтобы ответить на поставленную задачу - paзpaбoтки 

эффeктивнoгo aлгopитмa paсчeтa oтpтoтpoпныx плaстин, включaя иx paсчeт нa 

динaмичeскиe вoздeйствия - выбиpaeтся paзнoстная фopма мeтoдa 

пoслeдoвaтeльныx aппpoксимaций (МПA). Плюсы этого метода приведены в §1.4. 

Обосновывая выбop числeннoгo мeтoдa, oтличнoгo oт МКЭ, можно сказать, 

что это связано, прежде всего, с участившимися в недавнее время авариями 

строительных объектов, в которых была заложена база расчета программы МКЭ. 

Инжeнepнaя пpaктикa пoкaзывaeт, чтo в paспopяжeнии пpoeктиpoвщикoв дoлжны 

быть пpoгpaммы для ЭВМ, сoстaвлeнныx нa бaзe нe oднoгo, a paзныx числeнныx 

мeтoдoв 
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Глава 2. Разработка алгоритма расчета ортотропных пластин на статические 

нагрузки с использованием разностных уравнений МПА. 

2.1. Дифференциальное уравнение изгиба. Основные формулы 

краевые условия для плиты прямоугольного очертания. 

Считаем, что материал пластины в отношении своих упругих свойств 

обладает тремя плоскостями симметрии и они принимаются в качестве 

координатных плоскостей. Такие пластинки называется ортотропными [120]. 

Разрешающее дифференциальное уравнение поперечного изгиба 

ортотропных пластин имеет вид [116]: 

 

 (2.1.1) 

где: W – вертикальное перемещение точки плиты; 

 q – интенсивность распределенной по поверхности пластины поперечной 

нагрузки; 

 Dx, Dy – изгибные жесткости относительно осей y, x; 

 H – жесткость на кручение; 

После определения прогибов W из (2.1.1) изгибающие моменты в 

направлении координатных осей x, y; крутящие моменты и поперечные силы 

вычисляются по следующим формулам [120]: 
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В выражениях (2.1.1) – (2.1.4): 
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      (2.1.5) 

' ' ''; ; ;x yE E E G  – упругие характеристики материала, которые определяются 

экспериментально; δ – толщина пластинки. 

Мы будем исходить из предположения, что величины в (2.1.5) известны. 

Если, как в случае железобетонных плит, 
x yH D D= , то путем введения 

новой переменной 4
1 /x yy y D D=  дифференциальное уравнение (2.1.1) можно 

привести к виду, справедливому для изотропных пластин [120]. Алгоритм расчета 

изотропных плит по МПА детально разработан в [25] относительно неизвестных M  

и W , где 
1

x yM M
M



+
=

+
;   – коэффициент Пуассона. Поэтому ниже мы рассмотрим 

общий случай, когда необязательно 
x yH D D= . 

Отметим, что для ортотропных плит, как и для изотропных, считаются 

справедливыми гипотезы Киргофа-Лява [120]. Это позволяет описывать краевые 

условия аналогично таковым в изотропных пластинах.  

Полагая так, рассмотрим краевые условия при 0y =  (рис. 2.1). 
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рис. 2.1 

Шарнирное (свободное) опирание плиты в самом общем случае имеем: 

0

0( ); ( )y yW W x M M x= = , т.е. при у=0 величины прогибов и изгибающих моментов в 

направлении оси у могут быть заданы в виде некоторой непрерывной 

дифференцируемой функции аргумента х. Тогда известно 
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, и из формулы 

(2.1.2) следует: 
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.       (2.1.6) 

Для чаще встречающегося на практике случая 0

0 ( ) 0; ( ) 0yW x M x= = , получим: 

2 2

2 2
0; 0

W W

x y

 
= =

 
.         (2.1.6а) 

Жестко заделанный край плиты:  

0

0 ( ); ( )y

W
W W x W x

y


= =


,        (2.1.7) 
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где 0( )yW x  – заданные в виде функции х значения угла поворота 
W

y




. В 

частном случае:  

0; 0
W

W
y


= =


.         (2.1.7а) 

Свободный от закреплений край: 0 0( ); ( )y y y yM M x V V x= = , где 0 ( )yV x – заданные 

значения обобщенной поперечной силы на краю плиты, в частности, равные нулю. 

По [120]: 

xy

y y

M
V Q

x


= −


.         (2.1.8) 

С учетом (2.1.3), (2.1.4) из (2.1.8) получим: 

3 3

3 2
( 2 )y y xy

W W
V D H D

y x y

 
= − − +

  
.       (2.1.9) 

Кроме краевых условий, могут потребоваться условия в угловых точках. 

Рассмотрим эти условия при x=0; y=0 (рис.2.1). 

Если пересекающиеся в углу стороны пластины шарнирно оперты или 

жестко заделаны, то в угловой точке: 
2 22 2

0 0
0 2 2 2 2

( ) ( )
; ;

W x W yW W
W W

x x y y

  
= = =

   
, где 0W  – 

заданная осадка угловой точки; 0 ( )W x , 0 ( )W y – функционально заданные осадки 

плиты соответственно на краях при у=0 и х=0. В часто встречающихся задачах в 

угловой точке 
2 2

2 2
0

W W
W

x y

 
= = =
 

. 

Если обе стороны плиты в угловой точке свободны от закреплений, то 

0 0

0; ;x x y yM M M M R R= = = , где 0

xM , 0

yM
 

, 0R – заданные значения xM , yM  и 

сосредоточенной силы в угловой точке. 
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При заданных xM , yM  соответствующие значения 
2

2

W

x




, 

2

2

W

y




 можно найти из 

совместного решения уравнений (2.1.2). В реальных задачах: 
2 2

02 2
0

W W
R

x y

 
= = =

 
.  

Возможны ещё два случая: одна сторона свободно от закреплений, другая – 

или шарнирно оперта или жестко заделана. Здесь мы ограничиваемся 

рассмотрением однородных условий в угловой точке, т.е. когда заданные 

величины заведомо равны нулю:  в первом случае 0 0W = ; 
2 2

2 2
0

W W

x y

 
= =

 
; во втором: 

0; 0
W

W
y


= =


 или 0

W

x


=


. При этом имеется в виду, что стороны плиты, 

пересекаясь под прямым углом, имеют в окрестностях точки пересечения 

некоторую переходную зону. 

 

2.2. Приведение уравнений к безразмерному виду и их 

преобразование.  

Для получения численного решения в общем виде запишем 

дифференциальное уравнение (2.1.1) аналогично [22] в безразмерном величинах: 

4 4 4

4 2 2 4
2 ,

w w w
p 

   

  
+ + =

   
       (2.2.1) 

где: 
4

0 0

; ; ; ; ; ;
yx

y y

WDD H q x y
p w

D D q a a q a
   = = = = = =     (2.2.2) 

0q – интенсивность нагрузки в фиксированной точке; а – длина одной из 

стороны плиты. 

По (2.2.2) видно, что после определения безразмерных прогибов w  можно 

вычислить размерные величины w  при любых заданных значениях 
yD , 0q , а. 
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Аналогично в безразмерных величинах можно записать прочие 

дифференциальные выражения. Из (2.1.2) - (2.1.4) следует: 

2 2
( )

2 2

2 2
( )

2 2

2
( )

( );

( );

;

w w
m

w w
m

w
m







 
 


 


 

 
= − + 

 

  

= − + 
  


= 

  

        (2.2.3) 

2 2
( )

2 2

2 2
( )

2 2

( );

( );

w w
q

w w
q





 
  


  

  
= − + 

   


   = − +
   

       (2.2.4) 

В этих формулах:  

( ) ( ) ( )

2 2 2

0 0 0

( ) ( ) 1

0 0

; ; ;

; ; ; .

y xyx

x x

y

M MM
m m m

q a q a q a

Q Q D
q q

q a q a D

  

     

= = =

= = = = −

      (2.2.5) 

Выражения, описывающие краевые условия, такие можно записать в 

безразмерных величинах. Для случая однородных условий, в частности, будем 

иметь по §2.1 для края 0 =  следующее. 

Шарнирно опертый край:  

2 2

2 2
0; 0

w w
w

 

 
= = =

 
.         (2.2.6) 

Жестко заделанный край:  

2

2
0; 0; 0

w w
w

 

 
= = =

 
.        (2.2.7) 

Свободный от закреплений край рассмотрим в общем случае: 
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0

( ) 0 ( )

2

0

0

0 ( )

0

;

(2 ) .

y

y

M
m m

q a

v w w
v

q a

 

 
  

 


= = 




  
= = − − −   

      (2.2.8) 

При 0 =  для свободного края имеем: 

0
( ) 0 ( )

2

0

0
0 ( )

0

;

(2 ) .

x

x

M
m m

q a

v w w
v

q a

 

 
  

 


= = 




  = = − − −
  

      (2.2.9) 

Если пересекающиеся под прямым углом стороны пластинки шарнирно 

оперты или жестко заделаны, то в угловой точке:  

2 2

2 2
0; 0; 0

w w
w

 

 
= = =

 
.        (2.2.10) 

Если обе стороны плиты в угловой точке свободны от закреплений, то в 

угловой точке:  

2 2

2 2

2

0

0;

.

w w
r

R
r

q a

 

 
= = = 

  

=


         (2.2.11) 

Если в угловой точке одна сторона плиты свободна, другая – шарнирно 

оперта, то справедливо выражение (2.2.10). 

Если в угловой  точке одна сторона плиты свободна, другая – жестко 

закреплена, то:  

2

2
0; 0; 0;

w w
w

 

 
= = =

 
        (2.2.12) 

или:  
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2

2
0; 0; 0.

w w
w

 

 
= = =

 
        (2.2.13) 

Введем обозначения:  

2 2 2

2 2
; ;

w w w
w w w  

   

  
= = =
   

.       (2.2.14) 

С учетом (2.2.14) из дифференциального уравнения четвертого порядка 

(2.2.1) получим дифференциальное уравнение в частных производных второго 

порядка относительно двух неизвестных ; :w w   

2 2 2 2

2 2 2 2

w w w w
p

   

  
   

   
+ + + =

   
 .      (2.2.15) 

При учете (2.2.14) формулы (2.2.3); (2.2.4) примут следующий вид: 

( )

( )

( );

( );

m w w

m w w

  

  

 



= − + 


= − + 

        (2.2.16) 

( ) ;m w =           (2.2.17) 

( )

( )

( );

( );

q w w

q w w

  

  

 





 
= − +  


 = − +

 

        (2.2.18) 

краевые условия при 0 =  запишутся так: 

Шарнирно опертый край:  

0; 0w w w = = = .         (2.2.19) 

Жестко заделанный край:  

0; 0; 0w w w = = = .         (2.2.20) 
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где 
w

w




=


. 

Свободный от закреплений край: 

0

( ) 0 ( )

2

0

0

0 ( )

0

;

(2 ) .

y

y

M
m m

q a

v w w
v

q a

 

 
  

 


= = 




  
= = − − −   

      (2.2.21) 

При 0 =  для свободного края имеем: 

0
( ) 0 ( )

2

0

0
0 ( )

0

;

(2 ) .

x

x

M
m m

q a

v w w
v

q a

 

 
  

 


= = 




  = = − − −
  

      (2.2.22) 

Вместо (2.2.10); (2.2.12) с учетом введенных новых неизвестных получим 

соответственно (2.2.19) и (2.2.20).  

Условия (2.2.11); (2.2.13) запишутся так: 

0w w r = = = ;         (2.2.23) 

0; 0; 0;w w w = = = .        (2.2.24) 

где 
w

w




=


. 
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2.3. Аппрокцимация дифференциальных уравнений и краевых 

условий разностными уравнениями МПА. 

В [25] дается разностная  аппроксимация дифференциального уравнения 

второго порядка общего вида:  

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2
1

( ) .
n

i i i i i
i i i i i

i

w w w w w

w w w w w
p

    
     

    
     =

    
+ + + + +

     

    
+ + + + + = −

     
     (2.3.1) 

Дифференциальное уравнение (2.2.15) является частным случаем (2.3.1). 

Роль неизвестных ; iw w  в (2.2.15) играют подлежащие определению величины 

;w w  . Поэтому для оппроксимации (2.2.15) разностным уравнением МПА 

согласно §2.5 [25] необходимо записать в левой части (2.1.21) работы [25] её 

линейную комбимацию с заменей: w  на w при 0  = = =  и 1w  на w  при 

1 1 1 1 1; 0; 1,     = = = = =  а второй части (2.1.2) [25] p  следует заменить на p− . В 

итоге получим разностное уравнение относительно неизвестных w и w . 

Запишем это уравнение на равномерной сетке с шагами h  и  , полагая, что p  в 

пределах элементов I, II, III, IV (рис. 2.2) постоянно, но на границах терпит разрыв 

I рода.  
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Рис.2.2 

 

При записи разностной аппроксимации дифференциального уравнения 

(2.2.15) будем полагать также, что функции w и w  непрерывны; возможны 

конечные разрывы частных производных этих функций: 
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4 (

j
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I II III

i j

h h h
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h
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+

− − − −

− +

− − − −

− +

−

−

−

 
−  − +  +  +  − 

 

 
−  − +  +  +  + 

 

+  + , 1/2 1/2, 1/2,) 4 ( )

3 ( ),

IV I III II IV

i j i j i j

I II III IV

ij ij ij ij

w h w w

h p p p p

  



− − −

+ − + +  +  =

= + + +

   (2.3.2) 

При h =  уравнение (2.3.2) упрощается и запишется в виде (2.3.3): 

1, 1 1, 1, 1

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1, 1

( ) 2(5 ) ( )

(2 5 ) 20( ) 2( 5 )

( ) 2(5 ) ( )

( 1) 2(5 1) ( 1)

2( 5)

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

w w w

w w w

w w w

w w w

  

  

  

  

     

     

     

  



− − − − +

− +

+ − + + +

− − − − +

+ + − + + −

− − − + − − +

+ + + − + + +

+ + + − + + −

− − , 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1 , 1/2 , , , 1/2 , 1

20( 1) 2( 5)

( 1) 2(5 1) ( 1)

4 (2 ) 4

i j i j i j

i j i j i j

I II I II I II III IV III IV III IV

i j i j i j i j i j i j

w w w

w w w

h q q q q q q

  

  

     

 

  

  

  

− +

+ − + + +

− − − − − −

− − + +

− + − − +

+ + + − + + +

 +  −  − +  +  −  +  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, 1/2, , 1/2, 1/2, 1,

2

4 (2 ) 4

3 ( ).

I III I III I III II IV II IV II IV

i j i j i j i j i j i j

I II III IV

ij ij ij ij

h q q q q q q

h p p p p

       − − − − − −

− − + + +

 
+ 

 

 +  −  − +  +  −  +  = 

= + + +

(2.3.3) 

В (2.3.2): , , ,

I II I I

i j i j i jw w w  −  =  −  ; , , ,

I III I III

i j i j i jw w w  −  =  −  ; 
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3

3

w
w




=


; 
3

2

w
w

 


=
 

. Остальные величины подобного вида имеют 

аналогичный смысл. Например, , , ,

I III I III

i j i j i jw w w  −  =  −  ; 
3

3

w
w




=


. 

Верхний левый индекс означает принадлежность разрывной величины тому 

или иному элементу. Например, I

ijp  - принадлежащее I элементу (рис. 2.2) 

значение p в точке ij, в которой p может претерпевать конечный разрыв. Или  

, 1 , 1 , 1

I II I II

i j i j i jw w w  −

− − − =  −  ; 
3

2

w
w

 


=
 

; , 1

II

i jw

−  - значение w  в точке i, j – 1; 

принадлежащее элементу II. Величины w  будут отличны от нуля только в том 

случае, если в плите имеется цилиндрический шарнир, расположенный 

параллельно оси  . 

Будем полагать, что упомянутые выше шарниры отсутствуют. Тогда в (2.3.2)  

все w = 0; аналогично все w = 0. Если же считать, что имеются полосовые 

нагрузки, расположенные вдоль осей координат, то из (2.2.18) следует:  

( ) ( )1
; .

2
w q w q

   = −   = −        (2.3.4) 

В [22] со ссылкой на [25] приводится дополнительное уравнение для 

определения упомянутых выше w , w , и алгоритм расчета строится 

относительно этих двух неизвестных. 

Имея в виду, что в динамических задачах одновременно с w , w

 

проходится определять на каждом временном слое и w , здесь алгоритм решения 

статической задачи также построим относительно трёх неизвестных: w , w и w . 

Увеличение числа неизвестных в каждой внутренней точке сетки до трёх на 

первый взгляд усложняет задачу. Но этот алгоритм открывает путь решения 

динамической задачи. Кроме того, применяемые нами уравнения, за исключением 

(2.3.2), будут не сложнее предложенных в [22]. 
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Для определения безразмерных прогибов w
 воспользуемся уравнением, 

полученным с использованием результатов [25] на равномерной сетке с шагом  h 

при непрерывных w , w и w : 

( )
2 3

, 1 , 1 , 1 , , 12 (w 10 w w )
12 12

i j ij i j i j i j i j ij

h h
w w w q

  

− + − +− + = + + +  .    (2.3.5) 

Уравнение (2.3.5) можно записать в направлении оси  ; для этого 

достаточно в (2.3.5) , ,i j  заменить соответственно на , ,i j : 

( )
2 3

1, 1, 1, , 1,2 (w 10 w w )
12 12

i j ij i j i j i j i j ij

h h
w w w q

  

− + − +− + = + + +  .    (2.3.6) 

Уравнение (2.3.5) справедливо для всех линий сетки, параллельных оси   (в 

том числе для свободных от закреплений краев, на которых 0w ); уравнение 

(2.3.6) – для линий, параллельных оси  . 

Если плита шарнирно оперта по всему контуру, поскольку на краях в этом 

случае 0w w w = = = , уравнения (2.3.4), (2.3.5), (2.3.6) образуют замкнутую 

систему линейных алгебраических уравнений для определения трех неизвестных 

w , w и w во всех внутренних точках сетки. Разумеется, эти уравнения должны 

быть записаны для всех расчетных точек с учетом краевых условий. 

Если хотя бы одна из сторон пластины жестко заделана или свободна от 

закреплений, упомянутую выше систему уравнений следует решать совместно с 

уравнениями для краевых точек, которые следуют из разностной аппроксимации 

краевых условий.  

Здесь мы при решении статических задач воспользуемся теми уравнениями 

для краевых точек, которые получены в [22] для ортотропных пластин с 

использованием результатов работы [25]. В частности, в случае квадратной сетки 

для точки ij левого жестко заделанного края прямоугольной плиты справедливо 

следующее уравнение [22], полученное с учетом (2.2.20): 
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w w w w w

w w w w w

h
q q

    

    

    

 



− − + − + − + − +

+ + + +

+ + + + + + + + +

− −

+

+ − + − −

− − + − + +

+ − + − +

 +  −  =
 

     (2.3.7) 

Для точки  ij верхнего заделанного края плиты (2.3.7) записывается по 

аналогии с заменой , , ,i j   соответственно на , , ,j i   при 1 = . 

Для точки  ij левого ( )0 =  свободного от закреплений края ортотропной 

пластины справедливо следующее уравнение [22]: 

( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1,

, 1 , 1

2 2

1,

0 0 0 0

ij 1, , 1,

2 2 2 2 2 2

2 2 1 0

i j

ij i j i j

i j ij

i j i j i j

w

w w w

w h p

h m m m



  



   

 

     

 

   

−

+ +

+

− +

− +

+ + − − + − + +  

+ − − +

+ − + + − =

      (2.3.8) 

причем: ( )0

ij ij ijw w m
 = − −    (2.3.9) 

Для точки  ij верхнего ( )0 =  свободного края уравнение [22] имеет вид:  

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

, 1 , 1

2

1, 1,

0 0 0 0

ij , 1 , , 1

1 2 2 1 2 1

2(2 ) 2

2 2 1 0

i j ij i j

i j i j ij

i j i j i j

w w w

w w h p

h m m m

  

 

   

  
 

  

  

  


  

− +

+ +

− +

     
− + + − − + − +     

     

+ − + − +

 
+ − + + − = 

 

    (2.3.10) 

В расчетных точках свободного края величина ijw при ( )0 = вычисляется по 

формуле: 
( )0

ij

ij ij

m
w w



 

 
= − − .        (2.3.11) 

В уравнениях (2.3.8) – (2.3.11): ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,m m
   

   - соответственно заданные 

(в частности, нулевые) значения обобщенных поперечных сил и изгибающих 

моментов на свободных от закреплений краях плиты. 

При 1, , , ,i j j i    = = = = =  уравнения (2.3.8) и (2.3.10) совпадают. Для 

точка ij правого края и соответственно для точки ij нижнего края уравнения 
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(2.3.7), (2.3.8) и (2.3.10) записываются в «зеркальном отображении» при этом ( )0 
  

и ( )0 
  меняют знак на обратный. 

2.4. Составление с алгоритма расчета и программы для ЭВМ. 

Для решения алгебраических уравнений используем итерационный метод 

Зейделя. В этом случае упрощается программа: нет необходимости в составлении 

матрицы коэффициентов при неизвестных и хранении её в памяти ЭВМ.  

Уравнения представляются в виде, удовлетворяющем необходимому условию 

сходимости итерационного процесса, т.е. так, чтобы коэффициенты при 

неизвестных в правой части уравнений, формально разрешенных относительно 

неизвестного в точке ij сетки, не превышали по абсолютному значению единицы.  

Запишем уравнения (2.3.5) и (2.3.6) в следующем виде: 

, 1 , 1 , 1 , , 12 10i j ij i j i j i j i j ijw w w w w w h q   
− + − +− + = + + +  ;     (2.4.1) 

1, 1, 1, , 1,2 10i j ij i j i j i j i j ijw w w w w w h q   
− + − +− + = + + +  ;     (2.4.2) 

где
2

12
w w

h
= .          (2.4.3) 

Вычитая (2.4.1) из (2.4.2), исключим ijw : 

ijw −  

, 1i jw −− , 1i jw +− +  

1,i jw ++ −  

1,i jw

−− +  

, 1 , 110 10i j ij ij i jw w w w   

− ++ − + + −  

( ) ( )
1,i j ij ijw h q q

 

+
 − =  −
 

.        (2.4.4) 

Далее запишем (2.4.4), умножая соответственно на 2( 1) + и на 2( ) − + , в 

следующем виде: 

1,2( 1) i jw −− + +  

, 1 , 12( 1) 20( 1)( ) 2( 1)i j ij ij i jw w w w     − ++ + + + − + + −  
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1,2( 1) i jw +− + +  

( )1, , 1 , 1 1,2( 1) i j i j i j i jw w w w − − + +− + − − + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 I II III IV I III II IV

ij ij ij ijh q q q q
   

 − − − − = +  +  −  − 
 

;    (2.4.5) 

1,2( ) i jw  −+ +  

, 1 , 12( ) 20( )( ) 2( )i j ij ij i jw w w w        − +− + + + − − + +  

1,2( ) i jw  ++ + −  

( )1, , 1 , 1 1,2( ) i j i j i j i jw w w w  − − + +− + − − + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I II III IV I III II IV

ij ij ij ijh q q q q
   

  − − − − = +  +  −  − 
 

.    (2.4.6) 

При записи (2.4.5) и (2.4.6) принято: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
;

2 2

I II III IV I III II IV

ij ij ij ij ij ijq q q q q q
     − − − −    =  +   =  + 

   
.   (2.4.7) 

Уравнение (2.3.4) суммируем отдельно с (2.4.5) и (2.4.6): 

1, 1 1, 1, 1

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1, 1

( ) 2(5 2 1) ( )

2( 5 ) 20( 2 1) 2( 5 )

( ) 2(5 2 1) ( )

( 1) 2(5 1) ( 1)

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

w w w

w w w

w w w

w w w

  

  

  

  

     

     

     

  

− − − − +

− +

+ − + + +

− − − − +

+ + − − + + −

− − − + + − − +

+ + + − − + + +

+ + + − + +  +

 

, 112 i jw

−+ , 112 i jw

++ +  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, 1 1, 1, 1

1, , 1 , 1 1,

, 1 , 1/2 , 1/2 , 1

( 1) 2(5 1) ( 1)

2 1

4 3 4

i j i j i j

i j i j i j i j

I II I II I II III IV III IV III IV

i j i j ij ij i j i j

I I

w w w

w w w w

h q q q q q q

h

  

     

  



  


  



+ − + + +

− − + +

− − − − − −

− − + +

−

+ + + − + + +

+ + − − + +

    +  −  − + +  +  −  +  +       

+
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  1, 1/2, 1/2, 1,

2

4 4

3 ( );

II I III I III II IV II IV II IV

i j i j ij ij i j i j

I II III IV

ij ij ij ij

q q q q q q

h p p p p

     
− − − − −

− − + + −  −  −  −  +  =

= + + +

(2.4.8) 
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1, 1 1, 1, 1( ) 12 ( )i j i j i jw w w      − − − − ++ + + + −  

, 12( 5 ) i jw  −− − , 12( 5 ) i jw  +− − +  

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1, 1

( ) 12 ( )

( 1) 2(5 1) ( 1)

i j i j i j

i j i j i j

w w w

w w w

  

  

    

  

+ − + + +

− − − − +

+ + + + + +

+ + + − + + −
 

( )

( ) ( ) ( )

, 1 , 1

1, 1 1, 1, 1

1, , 1 , 1 1,

, 1 , 1/2

2(2 5) 20(2 1) 2(2 5)

( 1) 2(5 1) ( 1)

2( )

4 2

i j ij i j

i j i j i j

i j i j i j i j

I II I II I II III

i j i j ij

w w w

w w w

w w w w

h q q q

  

  

  

     

  

 

 
 

 

− +

+ − + + +

− − + +

− − −

− −

+ + − + + + − + − +

+ + + − + + −

− + − − + +

  
+  −  + + − −  +  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

, 1/2 , 1

1, 1/2, 1/2, 1,

2

4

4 (2 2 ) 4

3 ( );

IV III IV III IV

ij i j i j

I III I III I III II IV II IV II IV

i j i j ij ij i j i j

I II III IV

ij ij ij ij

q q q

h q q q q q q

h p p p p

  

     





   

− − −

+ +

− − − − − −

− − + +


  −  +  + 



 +  −  − + +  +  −  +  =
 

= + + +

(2.4.9) 

При 1; ; ; ;i j j i    = = = = =  коэффициенты при ,w w   в (2.4.8) и (2.4.9) 

совпадают. 

Далее суммируем уравнения (2.4.2), (2.4.1) с учетом (2.4.7): 

1,i jw − +  

, 1 , , 14i j i j i jw w w− ++ − + +  

1,i jw ++ =  

1,i jw

−= +  

, 1 , 110( )i j ij ij i jw w w w   

− ++ + + + +  

1,i jw

++ + .    

( ) ( ) ( ) ( )
.

2

I II III IV I III II IV

ij ij ij ij

h
q q q q

   − − − − +  +  +  + 
 

     (2.4.10) 

Решая (2.4.8), (2.4.9) формально относительно ,ij ijw w  и преобразуя (2.4.10), 

получим выражения для итерационного решения этих уравнений с 

непревышающими единицы коэффициентами при неизвестных в правой части: 
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 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, , 1 , 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1,

( )( )

2(5 2 1)( ) 2( 5 )( )

(1 )( )

2(5 1)( ) 12(

ij i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i

w w w w w

w w w w

w w w w

w w w

    

   

   

 

 

   





− − − + + − + +

− + − +

− − − + + − + +

− +

= + + + + +

+ − − + + + + +

+ + + + + +

+ − + + , 1 , 1

1, , 1 , 1 1,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1 , 1 , 1/2 , 1/2

( )

1,

)

5(1 )( )

1
4 (3 )

j i j

i j i j i j i j

I II III IV I II III IV I II III IV

i j i j i j i j ij ij

I III I

i j

w

w w w w

h q q h q q h q q

h q

 

     





 


 



− +

− − + +

− − − − − −

− + − +

−

−

+ +

+ + − − + +

+
     + + − + − + + +     

+ +



( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, 1/2, 1/2,

2

4

3 ( ) / 20 ;

I IV I III II IV I III II IV

i j i j i j ij ij

I II III IV

ij ij ij ij

q h q q h q q

h p p p p a

    − − − − −

+ − +
     − + − + −     

− + + +

 

(2.4.11) 



( )

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, , 1 , 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, ,

( )( )

12 ( ) 2(5 )( )

(1 )( )

2(5 1)( ) 2 5 2 (

ij i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j

w w w w w

w w w w

w w w w

w w w

    

   

   

 

 

  



  

− − − + + − + +

− + − +

− − − + + − + +

− +

= + + + + +

+ + + − + +

+ + + + + +

+ − + + − − 1 , 1

1, , 1 , 1 1,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1 , 1 , 1/2 , 1/2

( )

1,

)

5( )( )

1
4 ( 2)

i j

i j i j i j i j

I II III IV I II III IV I II III IV

i j i j i j i j ij ij

I III I

i j

w

w w w w

h q q h q q h q q

h q

 

     



 

 
 

 



− +

− − + +

− − − − − −

− + − +

−

−

+ −

− + − − + +

−
     + + − + − + − + +     

+ + ( )



( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, 1/2, 1/2,

2

4 2 2

3 ( ) / 20 ;

I IV I III II IV I III II IV

i j i j i j ij ij

I II III IV

ij ij ij ij

q h q q h q q

h p p p p a

     − − − − −

+ − +
     − + − + + + −     

− + + +

(2.4.12) 

где 1 2 ;  = + +  

( )

( )

1, , 1 , 1 1,

1, 1, , 1 , 1

( ) ( ) ( ) ( )

0,25

0,1

0,05 ;

ij i j i j i j i j

i j i j i j i j ij ij

I II III IV I III II IV

ij ij ij ij

w w w w w

w w w w w w

h q q q q

     

   

− − + +

− + − +

− − − −

= + + + −

− + + + − − −

 − + + + 

     (2.4.13) 

В этих уравнениях 
2

24
.

2,5 5

w w
w

h
= =        (2.4.14) 

Уравнения, описывающие краевые условия, также можно представить в виде 

подготовленном для итерационного решения задачи. 
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Из (2.3.7) для точки ij левого жестко заделанного края плиты имеем: 



( ) ( )

1, 1, 1 1, 2 1, 1 1, 2

, , 1 , 2 , 1 , 2

1, 1, 1 1, 2 1, 1 1, 2

, 1

7 6 2

14 12 2 28 2

7 6 2

2

ij i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

III IV III IV

ij i j

w w w w w w

w w w w w

w w w w w

h
q q

     

    

    

 



− − + − + − + − +

+ + + +

+ + + + + + + + +

− −

+

= + − + − −

− − + − + +

+ − + − +

+  −  / 28.
  

     (2.4.15) 

Для точки ij верхнего заделанного края плиты (2.4.15) записывается с заменой 

, , ,i j   соответственно на , , ,j i  . Для правого и нижнего жестко заделанных краев 

прямоугольной плиты эти уравнения записывается в «зеркальном отображении». 

Уравнение (2.3.8) преобразуем следующим образом: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )  ( )

2 0

1, 1, ij

0 0 0

1, 1, ,

2

, 1 , 1

2

2 1

2 2 2 / 2 2 2 .

ij i j i j

i j i j i j

i j i j ij

w w w h

m m m

w w h p

  

  

 

  

 

     

− +

− +

+ +

= − + + −

 − + + + +
 

+ − + − + − +  

     (2.4.16) 

Это уравнение для точки ij левого свободного от закреплений края ортотропной 

плиты. Для правого края оно записывается в «зеркальном отображении».  

Для точки ij верхнего свободного края плиты из (2.3.10) следует: 

( )

( )( ( ) ) ( )



2 2
0

, 1 1, , 1 ij

0 0 0

, 1 , 1 ,

2

1,

1 2(2 ) 1 2

2 1

2 / 2 1 2 2 .

ij i j i j i j

i j i j i j

i j ij

w w w w h

m m m

w h p

   

  



 
  

 

 

 


  



− + +

− +

+

   
= − + − + − + −   
   

 
− + + + + 

 

  
+ − + − +  

  

    (2.4.17) 

Для точки ij нижнего свободного края уравнения (2.4.17) записывается в 

«зеркальном отображении». 
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Как отмечено выше, в этих формулах: ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,m m
   

  - заданные на свободных  

краях плиты значения обобщенных поперечных сил и изгибающих моментов, в 

частности, равные нулю. 

Прогиб в точке ij верхнего и нижнего свободных краев плиты определяются по 

(2.4.1). Запишем это уравнение с учетом  (2.4.13) в следующем виде (при ( )
0q


 = ): 

( )

( )

, 1 , 1

, 1 , 1

0,25 0,5

0,1 .

ij i j i j ij

i j i j ij

w w w w

w w w



  

− +

− +

= + + −

− + −
        (2.4.18) 

Уравнение для определения ijw  на левом и правом свободных от закреплений 

краях  плиты следует из (2.4.18) с заменой , ,i j  соответственно на , ,j i .  

Если плита шарнирно оперта по всему контуру, поскольку на краях в этом случае 

0w w w = = = , при составлении системы алгебраических уравнений следует 

пользоваться лишь уравнениями (2.4.11), (2.4.12), (2.4.13), указывая ЭВМ 

последовательный переход от одной расчетной точки и другой. Итерационный 

процессе продолжается до исчерпания наперед заданной точности. 

При прочих краевых условиях в итерационный процессе вовлекаются записанные 

для краевых точек уравнения (2.4.15), (2.4.18). Использование того или другого 

уравнения из них зависит от заданных условий на краях плиты. 

Безразмерные изгибающие моменты ( ) ( )
,m m

   с учетом вычисленных значений 

( ) ( )
,m m

   и заданных ,   подсчитываем по формулам (2.2.16). 

Для определения крутящих моментов по найденным значениям w  предварительно 

находим ,w w  . Для краевых точек при 0 =  используем формулу:  

, 1 , 2

1
( 3 4 ).

2
ij ij i j i jw w w w

h



+ += − + −         (2.4.19) 
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Для точек правого края (2.4.19) записывается в «зеркальном отображении». При 

этом w меняет знак. 

К регулярным точкам сетки применяется формула центральных разностей: 

, 1 , 1

1
( ).

2
ij i j i jw w w

h



− += − +          (2.4.20) 

Для определения 
ijw  формулы (2.4.19), (2.4.20) записываются с заменой , ,i j  

соответственно на , ,j i . 

Тогда 1, 1,

1
( ).

2
ij i j i jw w w

h

  

− += − +         (2.4.21) 

Формула , 1 , 1

1
( ).

2
ij i j i jw w w

h

  

− += − +        (2.4.22) 

может быть использована для предварительных вычислений. После определения 

ijw  безразмерный крутящий момент ijm можно найти по формуле (2.2.17). 

Поскольку значения , ,w w w    необходимы проектировщику в крайне редких 

случаях, вычисление этих величин можно не включать в программу, а определить 

их лишь в представляющих интерес узлах сетки по найденным на ЭВМ значениям 

w . 

Величину ( )q  в точке ij верхнего края плиты в общем случае можно вычислить 

после определения ,w w  по формуле [117]: 

( )

, 1 , 1

1 1 1

2 2
ij i j ij i jq w w w

h h h

   
− +

+
= − + − −  

1,i jw
h


+− −  

, 1 , 1
2 2

i j ij i jw w w
h h h

     
− +

+
− + − −  
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1, .
2

i j ij

h
w p

h


+− +           (2.4.23) 

При учете (2.3.11) из (2.4.23) как частный случай следует формула для ( )

ijq  , 

справедливая для верхнего свободного от закреплений края плиты: 

( )

, 1 , 1

1 1 1
( 1) 1 (1 ) ( 1)

2 2
ij i j ij i jq w w w

h h h

     
   
  

− +

 
= − − + + − + + − − 

 
 

1,i jw
h


+− −  

1,
2

i j ij

h
w p

h


+− + +  

( ) ( ) ( )0 0 0

, 1 , 1

1
2 1 .

2
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      (2.4.24) 

Формулу для ( )q  в точке ij левого края плиты получим из (2.4.23) при 1 =  и 

замене , , ,j i   соответственно на , , ,i j  .  Для нижнего и правого краев эти 

формулы записываются в «зеркальном отображении»; при этом ( ) ( ),q q  меняют 

знак на обратный. 

 

2.5. Решение тестовых задач по разработанной методике. 

 

В качестве первой тестовой задачи рассмотрим расчет квадратной шарнирно 

опертой по контуру изотропной плиты, загруженной в пределах своей четверти 

равномерно распределенной безразмерной нагрузкой 1p =  (рис. 2.3). 
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Рис. 2.3 

Для перехода к расчету изотропной плиты достаточно в уравнениях пункта 

2.4 положить 1 = =  поскольку при этих значениях ,   из (2.2.1) как частный 

случай следует разрешающее дифференциальное уравнение изотропной плиты, 

записанное в безразмерном виде. В частности, из (2.4.8) и (2.4.9) получим 

соответственно: 
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(2.5.2) 

Далее запишем (2.5.1), (2.5.2) для точки 11 показанной на рис. 2.3 сетки с 

шагом 
1

2
h = . При этом учтем, что во всех краевых точках, включая угловые, 

11 11 0w w w = = = ; 11 11 11 0II III IVp p p= = = ; 
11 1I p = ; ( ) ( ) 0;q q  =  =  

11 2

3 1
40 1

2 2
w− = ; 11 2

3 1
40 1.

2 2
w− =  

Из решения этих уравнений следует: 
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11 11

3
.

4.80
w w  −

= =  

Для определения 11w  записываем для т.11 уравнение (2.4.10) с учетом 

краевых условий и найденных значений 
11 11,w w   при ( ) ( ) 0;q q  =  =  

11

3
4 10.2.

4.80
w− = − ; отсюда находим: 11

3
.

4.16
w =  

При загружении всей площади плиты той же нагрузкой получим: 

11

3
;

16
w = 11 11

3
.

80
w w = = −  

По формуле (2.4.3) находим безразмерное значение прогиба в центре плиты: 

11 2

3 1 1
0,00391.

16 2 12
w = =  

По (2.3.3) при  = , где коэффициент Пуассона 0,3 = ; получим 

11 11

3
(1 0,3) 0,0488.

80
m m = = + =  Из решения в рядах [78]: 

11 0,00406.w = ; 
11 11 0,0479.m m = =  

Погрешность нашего численного решения в сравнении с [78] составляет по 

прогибам – 3,7 %; по изгибающим моментам 1,9%.   

Вторая тестовая задача. Изображенную на рис. 2.3 плиту считаем 

ортотропной.  

Для определения
11 11,w w  записываем уравнения (2.4.8), (2.4.9) в т. 11 с учетом 

указанных выше краевых условий, параметров ( ) ( ), , ,p q q h   :  

11

11

1
20( 2 1) 3 1;

2

1
20( 2 1) 3 1.

2

w

w





 

 

− + + =  

− + + =  

 

Решения этих уравнений получим: 11 11

3 1
.

4 20( 2 1)
w w 

 
= = − 

+ +
 

При загружении всей плиты той же нагрузкой: 11 11

0,15
.

( 2 1)
w w 

 
= = −

+ +
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Полученные результаты совпадают с численным решением этой задачи в 

[116]. Эти результаты в [116] сопоставлялись при конкретных значениях , ,    

(при вычислении изгибающих моментов) с решениями, полученными в [78].  

Сравнение результатов выявило высокую точность решения по 

разработанной здесь и в [78] методике. Отличие нашего решения, полученного на 

грубой сетке рис. 2.3 по наибольшим изгибающим моментам от результатов 

работы [116] составляет 2,6%. Решение В. А. Смирнова в [116] получено на сетке 

8х8 методом фиктивных нагрузок.  

Совпадение наших результатов с результатами [116] при решении задачи по 

рис. 2.3., объясняется тем, что коэффициенты при ,ij ijw w  в уравнениях (2.4.8), 

(2.4.9) и в соответствующих уравнениях [116] одинаковы.  Коэффициенты при 

неизвестных с другими индексами отличаются. Но при записи уравнений (2.4.8) и 

(2.4.9) для т. 11 рис. 2.3 эти неизвестные являются контурными и равны нулю. 

Поэтому в таблице 2.1 дается сравнение нашего решения с результатами [78], 

полученным на ЭВМ при значениях 0,4823; 0,6944; 0,2083.  = = =  

В таблице 2.1а приведено решение этой же задачи для пластины, 

выполненной из фанеры, при значениях: a=200см; δ=8см; 0q = 8т/м2; Dx=55,89 тм; 

Dу=17692 тм; Н=11,65 тм. 

 

Таблица 2.1а 

 n 

метод результаты 2 4 8 16 

МПА m  0,08964 0,09175 0,09193 0,09198 

m  0,03103 0,02967 0,02956 0,02955 

w  0,002883 0,002993 0,003001 0,003001 
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МКЭ m  0,1369 0,1037 0,09500 0,09281 

m  0,03937 0,003219 0,03031 0,02969 

w  0,003916 0,003235 0,003052 0,003006 

 

По МПА: при n=2   0,002883w = ; при n=16    0,003001w =   разница 3,93%. 

По МКР: при n=2      0,003916w = ;  при n=16    0,003006w =  разница 30,27%. 

Значения m , m , w в таблице 2.1 относятся к центру ортотропной плиты 

рис. 2.3, загруженной по всей площади равномерно распределенной нагрузкой 

р=1, n – число разбиений стороны плиты. В каждой клетке таблицы 2.1 даются 

сверху наши результаты, снизу – [116]. 

 

Таблица 2.1 

n 2 4 8 16 

m  0,03608 0,03487 0,03479 0,03478 

0,03608 0,03487 0,03479 0,03478 

m  0,06313 0,06269 0,06268 0,06268 

0,06312 0,06269 0,06268 0,06268 

w  0,005442 0,005636 0,005650 0,005651 

0,005442 0,005636 0,005650 0,005651 

 

Таблица 2.1 иллюстрирует быструю сходимость численного решения по 

разработанному нами алгоритму и практическое совпадение наших результатов с 

результатами работы [116].  

В качестве других тестовых задач ниже мы используем задачи по расчету 

ортотропных плит на статические нагрузки, решенные в [116]. В этой работе 

выполнено численное исследование сходимости решений, кроме того проведена 

проверка интегрального условия равновесия всей плиты: показано, что сумма 
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интегралов поперечных сил по контуру плиты равна равнодействующей внешней 

нагрузки. Это проверка является существенной и подтверждает высокую точность 

полученных  в [116] результатов.   

Третья тестовая задача. Ортотропная прямоугольная пластина, жестко 

заделанная по контуру, загружена по всей площади равномерно распределенной 

нагрузкой р=1 (рис 2.4).  

 

 

рис 2.4 

В таблице 2.2 даются значения axmw  в центре плиты, полученные при 

приведенных выше значениях ,  , n – число разбиений меньшей стороны. 

Верхние значения в таблице получены по нашему алгоритму, нижние – по [116]. В 

работе [116] показано также, что значение ax 0,004889mw =  отличается от решения 

[78], полученного энергетическим методом, на 5,6%. Следует иметь в виду, что 

решение [78] неточно и может служить лишь приближенной оценкой полученных 

в [116] и здесь результатов.  
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Таблица 2.2 

n 4 8 16 

axmw  0,004770 0,004861 0,004885 

0,004577 0,004861 0,004889 

 

Четвертая задача: прямоугольная ортотропная пластина загружена 

полосовой нагрузкой, две стороны плиты жестко заделаны, две другие шарнирно 

оперты (рис. 2.5).  

 

 

 

Рис. 2.5 

В таблице 2.3 даются величины m , m , w  в характерных точках плиты А и В 

(рис. 2.5) полученные по нашему алгоритму (верхние значения и по [116] – 
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нижние значения), n – число разбиений большей стороны пластины. Результаты 

получены при указанных выше величинах , ,   . 

 

 

Таблица 2.3 

n 4 8 16 

Am  0,0841 0,0851 0,0854 

0,0862 0,0856 0,0855 

Am  0,1436 0,1459 0,01464 

0,1403 0,1451 0,01462 

Aw  0,01351 0,01386 0,01395 

0,01454 0,01413 0,01402 

Bm  -0,0840 -0,0866 -0,0872 

-0,0862 -0,0871 -0,0873 

 

Пятая задача: квадратная ортотропная плита загружена по оси симметрии 

полосовой нагрузкой, одна сторона пластины свободна от закреплений, три другие 

шарнирно оперты (рис. 2.6).  
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рис. 2.6 

В таблице 2.4 даются результаты расчетов на ЭВМ, полученные по 

разработанному нами алгоритму и по [116] с учетом указанных выше величин 

, ,   . 

Таблица 2.4 

n 4 8 16 

Am  0,1860 0,1891 0,1906 

0,1857 0,1889 0,1905 

Am  0,0580 0,0574 0,0571 

0,0582 0,0575 0,0572 

Aw  0,0135 0,0138 0,0139 

0,0136 0,0139 0,0140 

Bm  0,1840 0,1997 0,2087 

0,1839 0,1997 0,2087 

Вw  0,0178 0,0193 0,0199 

0,0178 0,0192 0,0200 
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Приведенные в таблицах результаты, полученные на трех сетках, 

свидетельствуют о сходимости решений. Они иллюстрируют также, что 

разработанные здесь и в [116] алгоритмы приводят к практически одинаковым 

решениям рассмотренных выше задач. 

 

2.6. Расчет изгибаемых плит с использованием обобщенных уравнений 

МКР. 

Запишем обобщенное уравнение МКР [25], аппроксимирующее 

дифференциальное уравнение   

p
mm

−=



+




2

2

2

2


,         (2.6.1) 

на равномерной сетке. Будем учитывать лишь разрывы m , m , ijp : 
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     (2.6.2) 

Рассмотрим член уравнения 
 


 ji

III

kji

III

ji

III mmk
k

m ,,,
~−−− == , где 

k
k


 = ; 


ji

III

ji

III mkm ,,
~ −− = . Пусть k >1 – произвольное число; поскольку m  - 

произвольно, можно обозначить 
 mmk ~= . Поскольку k >1, то k < . Пусть k  - 

отрезок на котором распределена линейная нагрузка (см. рисунок 2.6.1 в плане) 
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Рис.2.6.1. 

 Действие, приложенной в точке i,j сосредоточенной силы, заменим 

участками полосовой нагрузки вдоль осей ξ и η. Распределение локальной 

нагрузки принимаем по закону треугольника в каждом из координатных 

направлений. Равнодействующая этой нагрузки должна равняться безразмерной 

сосредоточенной силе P : 
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    (2.6.3) 

Подставляя (2.6.3) в (2.6.2) и поделив на 4, получим: 
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 При h=  и отсутствии разрывов p: 
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Дифференциальное уравнение для определения безразмерных прогибов 

следует из (2.6.1) с заменой m, p на w, m. Тогда (при 0, = jiP ), из (2.6.5) следует 

разностное уравнение для определения w: 
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       (2.6.6) 

Пример 

Рассчитаем квадратную шарнирно опертую пластину на действие 

сосредоточенной безразмерной силы 1, = jiP  с учетом краевых условий 

0==mw . 
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Рис. 2.6.2 

 Запишем уравнения (2.6.5) и (2.6.6) на минимальной расчетной сетке при 

2

1
=h  (см. рис. 2.6.2а): 14 11 −=− m ; jimw ,211

2

1
4 −=− . Откуда 25.011 =m , 

015625.011 =w  (погрешность 34.5%). По [120] аналитическое решение 

01160.011 =w . 

 Запишем указанные выше уравнения при 
4

1
=h  (рис. 2.6.2б) с учетом 

симметрии 

024 2111 =+− mm ; 

024 221121 =++− mmm ; 

144 2122 −=+− mm . 

Из решения системы уравнений 0625.011 =m ; 125.021 =m ; 375.022 =m . 

0625.0
4

1
24

22111 −=+− ww ; 

125.0
4

1
24

2221121 −=++− www ; 
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375.0
4

1
44

22122 −=+− ww . 

Получим 004883.011 =w ; 007813.021 =w ; 013672.022 =w  (погрешность 17%). 

Получим второй вариант разностного уравнения, аппроксимирующего 

(2.6.1) при действии сосредоточенной силы. Для этого рассмотрим четыре 

граничащих друг с другом участка, как показано на рисунке 2.6.3.  

 

 

Рис. 2.6.3. 

 

Запишем обобщенные уравнения МКР [25] для точек контура выделенной 

области. 

Для точки i-1,j-1: 
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Для точки i-1,j: 
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Для точки i-1,j+1: 
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Для точки i,j+1: 
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Для точки i+1,j+1: 
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Для точки i+1,j: 

. 02             

4

2               

,1

1,1,11,1

,

=+

++−+

+

+

+++−+



ji

jijiji
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       (2.6.12) 

Для точки i+1,j-1: 

. 0                

2

                    

1,1

,11,11,1

1,

=+

++−+

+

−+

+−+−+

−





ji

jijiji

ji
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mmhm
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       (2.6.13) 

Для точки i,j-1: 

. 0                

242

                    

1,1

,1,1,

1,1

=+

++−−

−

−+

−−

−−

ji

jijiji

ji

m

mmhm

m



       (2.6.14) 
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Рис.2.6.4. 

 Численно интегрируя функции поперечных сил по направлениям ξ и η вдоль 

краев выделенного фрагмента с использованием формулы Симпсона, составим 

уравнение равновесия всех сил на ось Z (рис. 2.6.4.) 

 

(

) .04      

4      

4      

4
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      (2.6.15) 

 

Умножая (2.6.15) на 3 и подставляя значения m , m  из (2.6.7) – (2.6.14) 

окончательно получим: 

03262

6166

262

1,1,11,1

1,,1,

1,1,11,1

=+−+−

−+−+

+−+−

+++−+

+−

+−−−−

Pmmm

mmm

mmm

jijiji

jijiji

jijiji

      (2.6.16) 
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 Решим ранее рассмотренную задачу с использованием уравнения (2.6.16) 

при 
2

1
=h : 0316 1,1 =+− Pm . Откуда 1875.0

16

3
1,1 ==m .  

По (4.6)  
2

1
4 1,121,1 mw −=− ; 01172.0 1,1 =w  (погрешность 1%). 

 Сгустим расчетную сетку и найдем решение при 
4

1
=h  с учетом симметрии. 

Для этого запишем уравнение (2.6.16) для точек 11, 21, 22 (рис. 2.6.2б), полагая, 

что сила P=1 приложена в точке 22. 

021216 2,21,21,1 =−+− mmm ; 

062012 2,21,21,1 =+− mmm ; 

01316248 2,21,21,1 =+−+− mmm . 

Решая систему уравнений, получим 0714.01,1 =m , 1607.01,2 =m , 3929.02,2 =m . 

Для тех же точек запишем уравнение (2.6.6) 

0714.0
4

1
24 

21,21,1 −=+− ww ; 

0.1607
4

1
42

22,21,21,1 −=+− www ; 

0.3929
4

1
44

22,21,2 −=− ww . 

Откуда 00572.01,1 =w , 00921.01,2 =w , 0153.02,2 =w . Погрешность 

значительно возросла (32.3%). 
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 Запишем для точек 11, 21 обычные уравнения МКР, а для точки 22 – 

(2.6.16): 

024 1,21,1 =+− mm ; 

042 2,21,21,1 =+− mmm ; 

01316248 2,21,21,1 =+−+− mmm . 

Решив систему, получим 0536.01,1 =m , 1071.01,2 =m , 3214.02,2 =m . Вновь 

решая систему уравнений относительно прогибов 

0536.0
4

1
24 

21,21,1 −=+− ww ; 

0.1071
4

1
42

22,21,21,1 −=+− www ; 

0.3914
4

1
44

22,21,2 −=− ww , получим 00419.01,1 =w , 0067.01,2 =w , 0117.02,2 =w . 

 Выше нами продемонстрировано два подхода к расчету пластин на действие 

сосредоточенной нагрузки. В первом случае действие сосредоточенной силы 

заменялось локальной полосовой нагрузкой типа «крест», во втором случае для 

получения алгебраического уравнения, аппроксимирующего (4.1) в точке 

приложения нагрузки, рассматривалось равновесие локальной области. 

 При реализации второго подхода, увеличивая число разбиений расчетной 

сетки, мы одновременно повышаем степень сосредоточения нагрузки. Т.е. число 

разбиений не только будет увеличивать точность, но и приближать к абстракции 

сосредоточенной силы. Это интересно с точки зрения сопоставления с 

аналитическим решением. Но сосредоточенной силы (в понимании точечной 

силы, силы приложенной в точку) в природе нет. Поэтому для численного метода 
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не меньший интерес представляет разработка алгоритма на действие локальных 

нагрузок с большой степенью сосредоточения. 

 

2.6 Выводы по главе 2. 

В главе 2 разработан алгоритм расчета по МПА ортотропных пластин на 

статические нагрузки с одновременным определением безразмерных погибов w и 

их вторых частных производных 
2 2

2 2
;

w w
w w 

 

 
= =
 

. Тестовых задачи по расчету 

пластин с различными краевыми условиями иллюстрируют быструю сходимость 

решений и достаточную для практического применения точность разработанного 

алгоритма. Эти обстоятельства позволяют распространить разработанный здесь 

алгоритм на решений задач по расчету ортотропных пластины на свободные и 

вынужденные колебания, что выполнено в 3 главе настоящей диссертации. 

Отдельным параграфом рассмотрен вопрос локализации поперечной нагрузки с 

привлечением обобщенных уравнений МКР. 
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Глава 3: Численное решение задач о свободных и вынужденных колебаниях 

ортотропных пластин. 

3.1. Алгоритм расчета ортотропных пластин по определению частот и форм 

собственных колебаний: примеры расчета. 

Материал пластин в отношении своих упругих свойств обладает тремя 

плоскостями симметрии. При отсутствии динамической нагрузки пластина может 

совершать свободные колебаниями, вызванные возмущениями, которые задаются 

в виде начальных условий. Полагая, что свободные колебания являются 

гармоническими, и используя метод разделения переменных, получают 

дифференциальное уравнение для определения как частот, так и форм колебаний, 

которое для ортотропных пластин постоянной толщины без учета поглощения 

энергии [78] при переходе к обозначению жесткостей по [120] имеет вид:  

4 4 4
2

4 2 2 4
2 0.x y

W W W
D H D W

x x y y
 

  
+ + − =

   
     (3.1.1) 

где  - круговая частота собственных колебаний;   масса пластины на единицу 

площади; W- прогиб; xD , yD , Н- жесткости ортотропных пластин в трех взаимно 

перпендикулярных направлениях, значения которых определяются 

экспериментальным путем. 

При 
x yD H D D= = =  из (3.1.1) можно получить уравнение изотропных плит. 

Для перехода к безразмерным величинам положим: 

1 1

4
; ; ; ;

yx

y y

DD H
a xa ya w W

D D a
  



− −= = = = = .                                              (3.1.2) 

где a – длина одной из сторон; x,y- оси координат. 

Запишем уравнение (3.1.1) с учетом безразмерных величин: 

4 4 4

4 2 2 4
2 0.

d w d w d w
w

d d d d


   
+ + − =        (3.1.3)  

где  - безразмерная величина: 
4

2 .
y

a

D


 =     (3.1.4) 
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Дифференциальное уравнение четвертого порядка (3.1.3) представим как 

дифференциальное уравнение второго порядка, относительно вторых 

производных w : 

2 2 2 2

2 2 2 2
.

d w d w d w d w
w

d d d d

   

 
   

+ + + =        (3.1.5) 

где 
2 2

2 2
;

d w d w
w w

d d

 

 
= =  .         (3.1.6) 

Задаваясь шагом сетки h и при этом принимая разрывы равными нулю, 

разностную аппроксимацию (3.1.5) по методу последовательных аппроксимаций 

получим:  

1, 1 1, 1, 1

,, 1 , 1

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1, 1

( ) 2(5 ) ( )

2( 5 ) 20( ) 2( 5 )

( ) 2(5 ) ( )

( ) 2(5 1) ( 1)

2( 5)

i j i j i j

i ji j i j

i j i j i j

i j i j i j

w w w

w w w

w w w

w w w

  

  

  

  

     

     

     

   



− − − − +

− +

+ − + + +

− − − − +

+ + − + + −

− − − + − − +

+ + + − + + +

+ + + − + + −

− − ,, 1 , 1

1, 1 1, 1, 1

2

,1, 1 1, 1, 1

, 1 1, 1 1, 1, 1

20( 1) 2(2 5)

( 1) 2(5 1) ( 1)

( 4 52
6

4 4 .

i ji j i j

i j i j i j

i ji j i j i j

i j i j i j i j

w w w

w w w

h
w w w w

w w w w

  

  

 

  

− +

+ − + + +

− − − − +

+ + − + + +

− + − − +

+ + + − + + =

=  + + + +

+ + + +

    (3.1.7) 

На рисунке 3.1 показан фрагмент сетки, на которой строится решение. 

Каждое из выражений (3.1.6) формально можно рассматривать как обыкновенное 

дифференциальное уравнение второго порядка. Аппроксимируя их разностными 

уравнением Б.В.Нумерова [96], которое является частным случаем уравнения в 

[22], получим: 
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Рис.3.1. - Фрагмент сетки 

 

i,j- координаты точек 

2

, 1 , 1 , 1 , , 12 (w 10 w w );
12

i j ij i j i j i j i j

h
w w w   

− + − +− + = + +
     

(3.1.8) 

2

1, 1, 1, , 1,2 (w 10 w w ).
12

i j ij i j i j i j i j

h
w w w   

− + − +− + = + +      (3.1.9) 

При решении задач удобнее пользоваться линейными комбинациями этих 

уравнений, а именно их разностью и суммой: 

2

1, 1, , 1 , 1 , 1

, , 1 1, , 1,

(w
12

10 w w w 10 w w ) 0

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

h
w w w w 

    

− + − + −

+ − +

+ − − + +

+ + − − − =       (3.1.10) 

2

1, , 1, , 1 , 1 , 1

, , 1 1, , 1,

4 (w
12

10 w w w 10 w w ) 0

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

h
w w w w w 

    

− + − + −

+ − +

− + + + − +

+ + + + + =      (3.1.11) 

Определим частоты шарнирно опертой ортотропной плиты на сетке 2×2, решая 

уравнение (3.1.7) совместно с уравнениями (3.1.10) и (3.1.11). Записываем эти 

уравнения для точки с координатами ξ,𝜂=1,1, учитывая краевые условия 

w= = =0 и принимая h=1/2, получим: 

1,1 1,121,1

26 1
20( 1) 0

3 2
20( ) w ww    − + −  =− +  



71 

 

2

1,1 1,1 1,11,1 1,110 0; 10 ) 4 12 2 .10 10(w w ww w  + = + = −  −  

При 1,1 0w   получим  =(1+2 +  88,62.  

Из формулы (3.1.4) находим значение круговой частоты собственных колебаний: 

2

9, 41
1 2

yD

а
  


= + +  .                                                                                    (3.1.12) 

В работе [1] определена частота основного тона колебаний ортотропной шарнирно 

опертой по контуру квадратной пластины: 

2

2 2

9,87
1 2 1 2

y yD D

а а


    

 
= + + = + + .                                                    (3.1.13) 

Полученное в данной статье значение круговой частоты отличается от результата 

работы [78] на 4,66%. 

Для уточнения результата следует решать на более мелкой сетке и при 

конкретных значениях  и . 

Представляет интерес сравнение полученных нами численных решений с 

приближенными решениями задач в работе [123] методом декомпозиции. В этой 

работе приближенная формула для частоты основного тона колебаний, в 

частности, квадратной ортотропной плиты с защемленным контуром, дает 

результат, совпадающий с результатом [78], полученным энергетическим 

методом, и отличается от найденного решения при числе разбиений =16 на 0,2%. 

Полученные решения в [78] и [123] не распространяются на плиты, у которых хотя 

бы одна сторона свободна от закреплений, и дает значения только минимальной 

частоты.  

Разработанная численная методика предусматривает любую комбинацию 

краевых условий и позволяет при необходимости найти высшие частоты, для чего 
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используется приведенный здесь алгоритм. Отличие состоит только в том, что 

итерационный процесс начинается с уже найденного значения. Численный метод 

последовательных аппроксимаций дает возможность строить алгоритм расчета, 

как при действии статических, так и динамических нагрузок [31,116]. Наряду с 

представленным методом можно указать работу [9], где для расчета изотропных 

плит на динамические воздействия используются методы непосредственного 

интегрирования дифференциальных уравнений движения и решение с 

применением функций А.Н.Крылова. 

 

3.2. Примеры расчета ортотропных плит по определению частот и форм 

собственных колебаний. 

В качестве первого примера расчета по составленной программе рассмотрим 

квадратную шарнирно опертую по контуру ортотропную пластину, для которой 

была получена при минимальном числе разбиений величина . Ниже будем 

определять 
2

1 y

a
 




=   ,        (3.2.1) 

где  =  ;           (3.2.2).  

Тогда для рассматриваемого примера получим:  

9,41 1 2 .  = + +           (3.2.3) 

В приведенных далее примерах будем полагать, 

0,4823; 0,6944; 0,2083.  = = =         (3.2.4) 

При этих значениях коэффициентов следует 15,9400. = Точный результат 

[78] 16,7234. =  

В табл. 3.1 приводятся значения min , полученные на различных сетках: в 

нижней строке- погрешность численных результатов по сравнению с результатами 

[78]; n-число разбиений стороны плиты. 
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Таблица 3.1. 

n 2 4 8 12 16 

  15,9400 16,6743 16,7204 16,7232 16,7227 

Погрешность 

в % 

-4,7 -0,3 -0,02 -0,001 -0,004 

 

Второй пример расчета. 

Прямоугольная ортотропная плита, жестко заделанная по всему контуру 

(рис.2.4). В [78] энергетическим методом получено приближенное значение  min . 

Запишем формулу (63.5) [78] в следующем виде: 

2 4 2

22,45 1
0,5 ;x

y

D H
H D

b C C



= + +                                             (3.2.5)  

где C = а/b. 

Перепишем (3.2.5) с учетом (2.2.2): 

 
2 4

2 4 2

1
22,45 0,5 ;

yDa a
H

b b a
  


= + +        (3.2.6) 

Сопоставляя (3.2.6) с (3.2.1), получим: 

2 4

2 4
22,45 0,571

a a

b b
  = + + .                                                                   (3.2.7)  

При значениях ,   по (3.2.7) и 0,5
a

b
=  (рис.2.4) по (3.2.7) найдем: 

22,45 0,4823 0,571 0,6944 0,52 0,54 18,01. = +   + =  
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В табл. 3.2 даются значения , вычисленные по составленной нами 

программе при различных знаниях числа разбиений n меньшей стороны 

ортотропной плиты по рис. 2.4. 

Таблица 3.2  

n 2 8 12 16 

  15,122 17,955 17,959 17,962 

 

Видно, что табл. 3.2 иллюстрирует сходимость численного решения. Если 

плита квадратная, по (3.2.7) ( 1
a

b
= ) получим  =30,77. В табл.3.3 даются значения  

  для квадратной ортотропной плиты со всеми четырьмя заделанными сторонами. 

Отметим, что для ортотропной плиты форма колебаний не симметрична 

относительно диагонали.  

Таблица 3.3 

n 4 8 16 

  33,225 30,748 30,708 

 

Полученные результаты близки к приближенным результатам [78], 

найденным энергетическим методом. 

В табл.3.4 даются значения w  в расчетных точках рис. 3.2 они определяют 

форму основного тона собственных колебаний квадратной ортотропной плиты, 

жестко заделанной по всему контуру. Эта форма соответствует значению 

30,75 = , вычисленному при n=8 (табл.3.3) 
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Рис.3.2 

 

Таблица 3.4 

i/j 1 2 3 4 

1 0,0339 0,1077 0,1741 0,2000 

2 0,1053 0,3152 0,4992 0,5707 

3 0,1666 0,4916 0,7728 0,8815 

4 0,1900 0,5590 0,8772 1 

 

Третий пример расчета. 

Изотропная прямоугольная плита, у которой две стороны шарнирно 

опертые, две другие жестко заделаны (рис.3.3). Формула для  следует из (3.2.1) 

при =D. 
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Рис.3.3 

По формуле (8.80) [121] находим частоту основного тона собственных 

колебаний. 

Для расчета изотропных плит на ЭВМ достаточно в составленной нами 

программе  положить 1;   = = =  где   - коэффициент Пуассона. Значения  , 

полученные для рассматриваемой задачи на ЭВМ, приводятся в табл.3.5 при 

различных значениях разбиения n меньшей стороны плиты. 

2 2 4 21 1,506 0,5 2 0,5 1 1,248 13,765. = +  +    =  

Табл.3.5 

n 2 4 8 12 16 

  13,396 13,660 13,684 13,685 13,686 

 

При n=16 погрешность численного решения -0,58% 
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Четвертый пример расчета. 

Квадратная изотропная плита, у которой три стороны шарнирно оперты, 

четвертая - свободная от закреплений (рис.3.4)  

 

Рис.3.4 

По формуле (8.80) [121] при 0,3 =  для рассматриваемого примера 

получим: 2

min 2

3
1 2 1 0,7 11,783 


= +    = . 

В табл.3.6 даются значения  , вычисленные на ЭВМ при различных n 

разбиениях стороны плиты. 

Табл.3.6 

n 4 8 12 16 

  11,492 11,639 11,668 11,675 

 

При n=16 погрешность численного решения -0,92%. 
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Выводы по §3.1 и §3.2. Построенный выше численный алгоритм для 

определения  и форм собственных колебаний, обладает высокой точностью. Что 

видно из приведенных примеров расчета как изотропных, так и ортотропных 

пластин. Это обстоятельство позволяет на базе разработанной методики перейти к 

расчету ортотропных пластины на вынужденные колебания. Затухание колебаний 

не учитывалось: взятые для сравнения известные результаты получены без учета 

демпфирования. 

Отметим также, что в нашей работе МПА впервые используются для 

определения частот и форм собственных колебаний пластин. В работах [25] 

получены численные решения МПА по расчету пластин и пологих оболочек, но 

только на вынужденные колебания. 

3.3 Методы прямого интегрирования дифференциальных уравнений вдоль 

оси времени. 

Термин «прямое» [9] означает, что предварительно не производится никаких 

преобразований уравнений движения типа разделения переменных. Равновесие 

той или иной системы с учетом сил инерции (и демпфирования) рассматривается в 

дискретных точках временных интервалов. При этом используется методика 

численного решения статических задач на каждом временном слое. 

В [9] подробно изложены методы  прямого интегрирования: Хаболта, 

Вилсона, Ньюмарка. Показано, что схема интегрирования Хаболта представляет 

собой метод, аналогичный методу центральных разностей. Методы Вилсона и 

Ньюмарка в [9] представленны как модификации метода линейного ускорения. 

Это означает, что искомое перемещение в интервале времени t  меняется по 

закону кубической параболы. В [9] показано также, что методы Ньюмарка и 

Вилсона безусловно устойчивы. Однако достигается это за счет введения 
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специальных параметров : 1,37 в методе Вилсона и = 0,5; в методе 

Ньюмарка.  

В работе [25] было предложено описывать изменения вдоль временной оси в 

виде параболического сплайна. Для этого в интервале времени t  =  строится 

квадратная парабола по значениям  в начале интервала и d конце интервала. 

Тогда для вычисления ускорения и скорости в конце интервала t  =  получаются 

следующие формулы [25]: 

1 12

2 2
( )tt t

i i i iW W W W
 

− −= − − − ;       (3.3.1) 

1 1

2
( )t t

i i i iW W W W


− −= − − − .        (3.3.2) 

где 
2

2
;t ttdW d W

W W
dt dt

= = ; i отсчитывается вдоль оси t.  

Если в формулах (3.3.1), (3.3.2) ( ), ,W W x y t= ; то 
2

2
;t ttW W

W W
t t

 
= =

 
 

Предложенная в [25] методика интегрирования является условно 

устойчивой. Она была успешно использована благодаря своей простоте для 

расчета на различные динамические воздействия изгибаемых балок, плит, пологих 

оболочек в [25], а также для расчета сжато-изогнутых балок и пластин в [110]. В 

работе [110] показано также, что условием устойчивости метода при расчете плит, 

является выполнение соотношения 

20,5h  .                                                        (3.3.3)  

где ,h  - безразмерные шаги сетки соответственно по пространственным 

координатам и по времени.  
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На многочисленных примерах приведенных в [25, 110], показано также, что 

устойчивость интегрирования вдоль оси t соблюдается также при нарушении 

условия (3.3.3), например, при 20,5h  [110]. 

При решении динамических задач в этой главе мы будем пользоваться 

формулами (3.3.1), (3.3.2), соблюдая по возможности условие (3.3.3) для 

надежности численной реализации разработанного ниже алгоритма. 

3.4. Разработка методики расчета на вынужденные колебания. 

Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний, т.е уравнение 

движения под действием переменной нагрузки ( , , )q x y t  полученное в [78] без учета 

внутреннего сопротивления материала, запишем для ортотропной пластинки, 

переходя к обозначениям жесткостей по [22]:  

4 4 2 2

2 2 2 2 2 2
2 ( , , )x y

W W W W
D H D q x y t

x y x y y t


   
+ + + =

     
,             (3.4.1) 

В случае учета затухания по Фойгту уравнение (3.4.1) принимает вид:       

4 4 2 2

4 2 2 4 2
2 ( , , ).x y

W W W W W
D H D c q x y t

tx x y x t


    
+ + + + =

    
   (3.4.2)  

где c - параметр затухания; t  - время. Пояснения остальных величин даны выше. 

При 
x yD H D D= = =  из (3.4.2) как частый случай следует уравнение для 

изотропных плит постоянной жесткости. 

Приведем (3.4.2) и безразмерному виду:  

4 4 2 2

4 2 2 2 2
2 ;

W W W W W
С p

tt
 

   

    
+ + + + =

    
     (3.4.3)  

где 
2

yDt
t

a 
=  - безразмерное время; 

2

0

( , , )
; .

y

c a q x y t
С p

qD 


= =
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Далее запишем (3.4.3) с учетом (2.2.14) в следующем виде: 

4 4 2 2

4 2 2 2
;tt tW W W W

p w С w
   

  
   

   
+ + + = − − 

   
    (3.4.4)  

где 
2

2
;tt tW W

w w
tt

 
= =


.        (3.4.5) 

Из сопоставления (3.4.4) с (3.3.15) следует, что аппроксимация по МПА на 

квадратной сетке при постоянных в пределах элементов, но разрывных в точке ij 

(рис. 2.2.) величинах p, может быть выполнена так ψ. w  на ( )tt tw С w− +  . При 

записи этого уравнения будем полагать: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1/2 , 1/2 ,

, 1/2 , , 1

1/2, 1, ,

1/2, , 1,

1

2

1

2

1

2

1

2

I II I II I II

i j i j i j

III IV III IV III IV

i j i j i j

I III I III I III

i j i j i j

II IV II IV II IV

i j i j i j

q q q

q q q

q q q

q q q

  

  

  

  

− − −

− −

− − −

+ +

− − −

− −

− − −

+ +

  =  +   

  =  + 

 

  =  + 

  


  =  + 
  



                                                     (3.4.6) 

В результате получим: 
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1, 1 1, 1, 1

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1, 1

( ) 2(5 ) ( )

2( 5 ) 20( ) 2( 5 )

( ) 2(5 ) ( )

( 1) 2(5 1) ( 1)

2( 5)

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

w w w

w w w

w w w

w w w

  

  

  

  

     

     

     

  



− − − − +

− +

+ − + + +

− − − − +

+ + − + + −

− − − + − − +

+ + + − + + +

+ + + − + + −

− −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

, 1 , 1

1,

20( 1) 2( 5)

( 1) 2(5 1) ( 1)

2 4 2

2 4

i j i j i j

i j i j i j

I II I II III IV III IV

i j ij ij i j

I III

i j

w w w

w w w

h q q q q

h q

  

  

   



 

  

  

  



− +

+ − + + +

− − − −

− +

−

−

− + − − +

+ + + − + + +

      + −  − +  +  + −  +             

+ −  − +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

(

1,

2

2

1, 1 1, 1, 1

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1,

2

3 ( )

4
6

4 52 4

4

4

I III II IV II IV

ij ij i j

I II III IV

ij ij ij ij

t t t t t t

i j i j i j

t t t t t t

i j i j i j
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i j i j i j

t t

i j i j i

q q q

h p p p p

h
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w w w

w w w

C w w w
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+

− − − − +

− +

+ − + + +

− − − −

  +  + −  =
 

= + + + −

 + + +


+ + + +

+ + + +

+ + +

)

1

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

4 52 4

4 .

t

j

t t t

i j i j i j

t t t

i j i j i j

w w w

w w w

+

− +

+ − + + +

+

+ + + +

+ + +


(3.4.7) 

При расчете на динамические нагрузки следует иметь в виду, что в (3.4.7): 

( , , ); ( , ); ( , ).p p t q q t q q t      =  =   =   

Если эти нагрузки не меняются вдоль пространственных координат, то  

( ); ( ); ( ).p p t q q t q q t   =  =   =   

Для определения входящих в (3.4.7) ttw и tw  воспользуемся формулами 

(3.3.1) и (3.3.2). В точке ij пространственной сетки запишем эти формулы в 

следующем виде: 

( 1) ( 1) ( )
2

( )

2

2 5
;

12

tt k k kk

ij ij ij ij

h
w w w

 

− −

 = − − −
 

                                                        (3.4.8) 

( ) ( 1) ( 1) ( )
25

;
12

k k k k

ij ij ij ij

h
w w 



− −

 = − − −
 

                                                               (3.4.9)  
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Где tw = ; k  - номер временного слоя, на котором определяются 

неизвестные уравнения (3.4.7);  = - шаг  вдоль безразмерной временной оси. 

Записываем рекуррентные формулы (3.4.8), (3.4.9) для расчетной точки рис. 

2.2 и подставляем их в (3.4.7). При этом ( ) ( ); ; ; ;w w q q p      не будем снабжать 

верхним индексом k, полагая, что все перечисленные величины относятся к 

временному слою k. В результате после несложных преобразований получим 

следующее уравнение: 

1, 1 1, 1, 1

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

1, 1 1, 1, 1

( ) 2(5 ) ( )

2( 5 ) 20( ) 2( 5 )

( ) 2(5 ) ( )

( 1) 2(5 1) ( 1)

2( 5)

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

w w w

w w w

w w w

w w w

  

  

  

  

     

     

     

  



− − − − +

− +

+ − + + +

− − − − +

+ + − + + −
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( )

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

4

1, 1 1, 1, 12

, 1 , , 1

1, 1 1, 1, 1

20( 1) 2( 5)

( 1) 2(5 1) ( 1)

5
1 4

72

4 52 4

4

i j i j i j

i j i j i j

k k k

i j i j i j

k k k

i j i j i j
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i j i j i j

w w w
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− + − − +

+ + + − + + +
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=  + + + +
 (3.4.10) 

где:  
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     (3.4.11) 

Далее уравнение (2.4.5), (3.4.6). перепишем в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
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, 1 , , , 1

1,

1, , 1 , 1 1,
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2( 1)

2( 1) 20( 1)( ) 2( 1)

2( 1)

5( 1)

( 1) 0;

i j

i j i j i j i j

i j

k k k k

i j i j i j i j

I II III IV I III II IV

i j i j i j i j

w

w w w w

w

w w w w

h q q q q



   



   



  







−

− +

+

− − + +

− − − −

− + +

+ + + + − + + −

− + +

 + + − − + − 

 − +  +  −  −  =
 

            (3.4.12) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

1,

, 1 , , , 1

1,

1, , 1 , 1 1,

, , , ,

2( )

2( ) 20( )( ) 2( )

2( )

5( )

( ) 0;

i j

i j i j i j i j

i j

k k k k

i j i j i j i j

I II III IV I III II IV

i j i j i j i j

w

w w w w

w

w w w w

h q q q q



   



   

 

     

 

 

 

−

− +

+

− − + +

− − − −

+ +

− + + + − − + +

+ + −

 − + − − + + 

 + +  +  −  −  =
 

   

(3.4.13) 

Суммируя (3.4.10) отдельно с (3.4.12) и отдельно с (3.4.13), получим два 

следующих уравнения: 
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                                                                                                                (3.4.14) 
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(3.4.15) 
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Уравнение (3.4.10) перепишем с учетом (2.4.14) в следующем виде: 
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   (3.4.16) 

Уравнения (2.3.7), (2.3.9), (2.3.11), остаются без изменений. А в уравнениях 

(2.3.8) и (2.3.10) следует pij заменить  на . Тогда с учетом (4.3.4) , 

(4.3.2) из (2.3.8) и (2.3.10) соответственно получим: 
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2 4
( 1)

( 1)
, , ,2

( )

2[ (2 ) 2 ] 2(2 ) 2

2 2(1 )

5
2 1 1 0;

2 12

i j

i j i j i j

i j i j

i j i j i j i j

k
k k

i j i j i j

w

w w w

w h p

h m m m

h h
C C w w



  



   

 

     

 

  


 

 

−

+ +

+

− +

−
−

− +

+ + − − + + + +

+ − − +

+ − + + − −

 
 − + − + − =   

 

   (3.4.17) 

 

( )

2

1,

2

, , 1

1,

2

1, ,

0 0 0 0

, , 1 , , 1

2 4
( 1) ( 1)
, , ,2

(1 )

2[ (2 ) 1 2 ] (1 )

2(2 )

2

2 2(1 )

5
2 1 1 0.

2 12

i j

i j i j

i j

i j i j

i j i j i j i j

k k k
i j i j i j

w

w w

w

w h p

h m m m

h h
C C w w



 





   





 
 

 

 



  


  


 

 

−

+

+

+

− +

− −

− +

+ + − − + − +

+ − +

+ − +

+ − + + − −

 
 − + − + − =   

 

   (3.4.18) 

В (4.3.17), (4.3.18) величины 0 0 0 0, , ,m m      являются функциями времени t. 
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3.5. Алгоритм расчета на динамические воздействия. 

На каждом конкретном  временном слое систему алгебраических уравнений 

относительно неизвестных , ,w w w   будем решать итерационным методом 

Зейделя. При этом уравнение (2.4.14) остается без изменений. Уравнения (3.4.14), 

(3.4.15) представим в следующем виде: 

( )

( ) ( )

( )

( )

, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, , 1 , 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, , 1 ,

( )

2(5 2 1) 2(5 )

( 1)

2(5 1) 12

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i

w w w w w

w w w w

w w w w

w w w w

    

   

   

  

 

   





− − − + + − + +

− + − +

− − − + + − + +

− + −

= + + + + +

+ − − + + − + +

+ + + + + +

+ − + + +( )

( )

( )

1

4

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 ,2

4 4

1, 1, , 1 , 12 2

, 1

5
1 52

72

1 1
5 1 5 1

18 18

2

j

k k k k k

i j i j i j i j i j

k k k k

i j i j i j i j

I II III

i j

h
C w w w w w

C h C h
w w w w

h q








 
 

 





+

− − − + + − + +

− + − +

− −

−

+

 + + + + + + + 

   + +
      + + + + − + − + +        

 
+ −  + 

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 

, 1

1, 1,

( 1) 2

5

2 3

3 ( ) / 20 ;

IV I II III IV

i j ij ij

I III II IV I III II IV

i j i j ij ij

k I II III IV

ij ij ij ij

q q q

h q q q q

h p p p p a

  

   








− −

+

− − − −

− +

−

    − + +  +  +     

 + −  +  −  +  =
 

=  + + + +

 

                                                                                                             (3.5.1) 
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( )
( ) ( )

( )

( )

, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, , 1 , 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1, , 1 ,

( )

2(5 2 1) 2(5 )

( 1)

2(5 1) 12

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i

w w w w w

w w w w

w w w w

w w w w

    

   

   

  

 

   





− − − + + − + +

− + − +

− − − + + − + +

− + −

= + + + + +

+ + − + + − + +

+ + + + + +

+ − + + +( )

( )

( )

1

4

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 ,2

4 4

1, 1, , 1 , 12 2

, 1

5
1 52

72

1 1
5 5

18 18

2

j

k k k k k

i j i j i j i j i j

k k k k

i j i j i j i j

I II III

i j

h
C w w w w w

C h C h
w w w w

h q








 
   

 





+

− − − + + − + +

− + − +

− −

−

+

 + + + + + + + 

   + +
      − + − + + + + + +        

 
+ −  + 

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 

, 1

1, 1,

( 1) 2

4

2 (4 2 )

3 ( ) / 20 .

IV I II III IV

i j ij ij

I III II IV I III II IV

i j i j ij ij

k I II III IV

ij ij ij ij

q h q q

h q q h q q

h p p p p a

  

   


 



  

− −

+

− − − −

− +

−

    − + − −  +  +     

 + −  +  − + +  +  =
 

=  + + + +

 

                                                                                                                (3.5.2) 

где: 1 2a  = + + . 

Аналогично из (3.5.1)-(3.5.2) получим формулы для итерационного решения 

уравнения: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

, 1, , 1 , 1 1,

, , 1, 1, , 1 , 1

, ,

0,25

0,1

0,05 ;

k k k k k

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

I II III IV I III II IV

i j i j ij ij

w w w w w

w w w w w w

h q q q q

     

   

− − + +

− + − +

− − − −

 = + + + − 

− − − + + + −

 −  +  −  − 
 

    (3.5.3) 

 

 ( )

( )  ( )

2

, 1, 1, , 1 , 1

2 0 0 0 0

, 1, 1, ,

2 4
( 1) ( 1)
, , ,2

( ) 2(2 ) 2

2 2(1 )

5
2 1 1 / 2 2 2 ;

2 12

i j i j i j i j i j

ij i j i j i j i j

k k k
i j i j i j

w w w w w

h p h m m m

h h
C C w w

    

   

   

  


     

 

− + + +

− +

− −

= − + + − + −

 − + − + + + − 

 
 − + − + − + − +     

 

 (3.5.4) 
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( )

( ) 

2

, , 1 , 1 1, 1,

2 0 0 0 0

, , 1 , 1 ,

2 4
( 1)

( 1)
, , ,2

(1 ) 2(2 ) 2

2 2(1 )

5
2 1 1 / 2 1 2 2 .

2 12

i j i j i j i j i j

ij i j i j i j i j

k
k k

i j i j i j

w w w w w

h p h m m m

h h
C C w w

    

   


 



 


 

 
   

 

− + + +

− +

−
−


= − + + − + −


 − + − + + + − 

    
 − + − + − + − +     

    

 (3.5.5) 

 

Выражения (3.5.4), (3.5.3) справедливы соответственно для левого и 

верхнего края прямоугольной плиты ; для правого и нижнего краев они 

записываются в «зеркальном отображении» . 

По формуле (3.5.3) определяются ,

k

i jw  во внутренних точках сетки. Для 

определения kw  в точке ij верхнего и нижнего свободных краев ортотропной 

прямоугольной плиты получим из (2.4.1): 

, , 1 , 1 ,

, 1 , , 1 ,

0,25 0,5

0,1 .

k k k k

i j i j i j i j

i j i j i j i j

w w w w

w h q w w   

− +

− +

 = + + − 

 − +  + − 

      (3.5.6) 

Уравнение для определения ,

k

i jw  на левом и правом свободных от 

закреплений краев плиты следует из (3.3.4) с заменой 𝜂,i,j соответственно на ,j,i.  

Алгоритм расчета следующий. В момент времени =0 по заданным 

значениям в каждой расчетной точке сетки 0 0,w   (в частности нулевые) 

подсчитаем 0  с использованием (3.4.10). При этом используются значения 

( ) ( )( ); ( )q t q t  в момент времени t t =  = . Итерационный процесс продолжается до 

исчерпания с наперед заданной точностью. По найденным 1

,i jw  с использованием 

заданных 0

,i j  и 0

,i jw  определяем 1

,i j . Это позволяет найти по (3.2.11) 1 и перейти к 

определению ,w w   и w  при k=2. После этого вычисляются 2

, ;i j 2  и так далее. 

Расчет ведется в пределах заданного интервала времени . 
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На каждом временном слое «k» внутренние усилия определяются по 

описанному в главе 2 алгоритму. 

По разработанному выше алгоритму была составлена программа для 

расчетов на ЭВМ. Целесообразно вначале решить по  этой программе тестовые 

задачи. Тестовыми задачами могут служить расчеты изотропных плит, поскольку 

для их расчета используется одна и та же упомянутая выше программа; следует 

лишь положить, как указывалось в предыдущих главах , 1; ; .yD D   = = = =   

Выводы по главе 3. 

В этой главе разработана методика расчета ортотропных прямоугольных 

пластин на вынужденных колебания. В основу методики получены разностные 

уравнения МПА и прямое интегрирование дифференциальных уравнений вдоль 

временной оси с использованием параболического силайна. По разработанному 

численному алгоритму составлена программа для ЭВМ, которая позволяет 

рассчитывать при различных краевых условиях как ортотропные плиты, так и 

изотропные с учетом и без учета демпфирования. 
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Глава 4. Примеры расчета пластин на динамические нагрузки 

4.1. Примеры расчета изотропных плит на динамические нагрузки. 

В качестве первой тестовой задачи рассмотрим расчет квадратной шарнирно 

опертой по всему контуру изотропной плиты на действие прямоугольного (вдоль 

оси времени) мгновенного импульса S , равномерно распределенного  по всей 

площади плиты. Согласно [107] в начальный момент времени: 

W S

t 


=


.                   (4.1.1) 

Учтем, что 
4

0 ;
a q

W w
D

=  по §3.2: 2 D
t t a


=  . Тогда из (4.1.1) получим: 

(0)

2

0

tDW S D
w

Dt a q



= = = .       (4.1.2) 

Расчет можно вести на (0) 1 = ; по найденным при этом w размерные 

величины Wполучим так: 
2 2

0

2

0

.
a qS D S a

W w w
Da q D 


=   =


 

В [25] по алгоритму решения задачи относительно неизвестных m и w для 

центра плиты получено max 0,775w =  при 
1 1

; ; 0
12 150

h C


= = =


  в момент времени 

t=0,16 T, где Т- период основного тона колебаний рассматриваемой плиты. 

Поскольку 
2

T
w


= , учитывая  

2

min 2

2 D
w

a




=  , найдем 

2a
T

D




= .          (4.1.3) 

Подставлял в (4.1.3) 2t t a
D


=   , получим: 
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2
2 0,16

a
t a

D D

 


 =  .        (4.1.4) 

Тогда безразмерное время, при котором достигается maxw , будет 
0,16

t


= .    

В табл. 4.1 показаны значения maxw  и ( )

maxm  , полученные по составленной нами 

программе при различных значениях h и τ. Расчет проводился до момента времени 

t=0,25T.     

Табл.4.1 

h 1/8 1/10 1/12 

            
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

maxw  0,0756 0,0772 0,0785 

( )

maxm   1,003 1,165 1,233 

 

Величины m  вычислялись при 0,17 = . При так же значениях  , t=0,16T 

;
1 1

; ; 0
12 150

h C


= = =


 в [25] получено  ( )

max 1,244m  = , в центре плиты. Результаты 

табл. 3.1 практически совпадают с полученными в [25].  

 

Вторая тестовая задача. 

Плита предыдущего примера загружена по всей площади равномерно 

распределенной нагрузкой [126]: 

 ( ) sin(1,6 );k

ij kP t=                                     (4.1.5.) 

где по [126] k

t
t

T
= ;  
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T- определяется по (4.1.3). Тогда: 

 
2k

t D
t t







= =  .                  (4.1.6) 

Из (4.1.5) получим: 

( ) 2sin(1,6 );k

ijP t=                     (4.1.7) 

Или ( ) 2sin(1,6 );k

ijP k =        (4.1.8)  

где k- номер временного слоя; τ - шаг вдоль безразмерной временной оси. 

Расчет ведется при ( ) ( )q q  =  ; 0 0 0w = =  тогда (0) 0 = . 

Результаты, полученные при 0; 0,3C = =  и различных h и τ даны в табл. 4.2 

(верхние значения). Нижние значения соответствуют результатам [126], 

полученными в момент времени 
0, 40




= . В таблице ( )

maxm   и maxw  - значения 

наибольшего безразмерного изгибающего момента и безразмерного прогиба, 

возникающих в центре плиты по нашим расчетам при   . 

Табл.4.2. 

n 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

( )m   0,06181

0,06140
 

0,06177

0,06197
 

0,06174

0,06234
 

w  0,005111

0,005136
 

0,005104

0,005171
 

0,005102

0,005195
 

( )

maxm   0,08761 0,08756 0,08753 

maxw  0,006984 0,007002 0,007011 



94 

 

 

Величина k, при которой достигаются ( )

maxm   и maxw  по времени при  

2

1

150



= , равна 255. 

Третья тестовая задача. 

Квадратная изотропная плита, жестко заделанная по всему контуру, под 

нагрузкой из предыдущего примера. Результаты в виде ( ) ( ); ; зw m m   даются в 

табл. 4.3 (верхние значения). Они получены при 0; 0,3C = =  и различных n и τ; 

( )зm   - значение безразмерного изгибающего момента в середине жестко 

заделанной стороны; ( );w m  соответствует середине плиты. Нижние значения этих 

же величин получены в [126] в момент времени 
0,32




= . 

Колебательный процесс изучался на отрезки времени 
0, 40




= . 

Табл. 4.3 

n 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

w  0,001480

0,001498
 

0,001463

0,001487
 

0,001453

0,001482
 

( )m   0,02712

0,02621
 

0,02682

0,02662
 

0,02668

0,02691
 

( )зm   0,05886

0,05441

−

−
 

0,05863

0,05588

−

−
 

0,05846

0,05657

−

−
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В таблице 4.4 даются максимальные значения величин, приведенных в 

табл.4.3. Оси получены нами в момент времени 
0,32




=  при тех же  0; 0,3C = = . 

Табл.4.3 

h 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

w  0,002121 0,002140 0,002156 

( )m   0,04079 0,04112 0,04141 

( )зm   -0,07952 -0,08014 -0,08062 

 

В завершение §4.1 решим вторую задачу с учетом затухания. Для этого 

следует установить близкую к реальной величине безразмерного параметра C . С 

этой целью представим дифференциальное уравнение (3.2.2) в следующем виде: 

 
4 4 4 2

4 2 2 4 2 2

1 ( , , )
2x y

W W W W c W q x y t
D H D

x x y y t t  

     
+ + + + = 

      
.    (4.1.9) 

Сопоставляя (4.1.9) с дифференциальным уравнением колебаний системы с 

одной степенью свободы [73], приближенно получим: 

2 2 ;
c

Т





= =   (4.1.10) 

где  - декремент затухания ; Т- период основного тона колебаний плиты. При 

учете (3.5.5) из (4.1.10) следует: 

2 2
2 2 .

D
c D

a a

 
   


=   =   (4.1.11) 
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Тогда для изотропной плиты: 
2

2
2 2 .

D a
c

a D


  




=   =


 (4.1.12) 

По [118] 
2

 


= ; (4.1.13) 

C =  . (4.1.14) 

По табл.3.1 [118] для безбалочных железобетонных перекрытий 0,52ср = . 

По (4.1.12) получим 1,5C  . 

Значения ( )

maxm   и maxw  , вычисленных при этом значении  0; 0,17C = =  и 

прочих одних и тех же параметрах второй тестовой задачи приводятся в табл.4.5. 

Табл. 4.5 

n 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

( )

maxm   0,07436 0,07460 0,07471 

maxw  0,006596 0,006622 0,006637 

 

 

Из сравнения 4.2, 4.5 видно , что учет демпфирования заметно сказывается на 

величине изгибающих моментов и изгибов. При 1,5C =  выбрано для железобетона, 

в расчетах было принято 0,17 = . Результаты же таблицы 3.2 получена при 

0,4; 0,3C = = . Перерасчет при 1,5; 0,3C = =  для maxw  дает практически те же 

результаты, что и в таблицы 3.4. Изгибающие моменты возрастают.  
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4.2. Решение новых задач по расчету ортотропной пластины на динамические 

воздействия. 

При расчете ортотропной пластины принимаем значения  по (3.4.4). 

Поскольку расчет ведется по одной и той же составленной нами программе, в этом 

все отличие от расчета изотропной пластины.  

Первая задача- та же, что и  в §4.1, но пластина ортотропная. Поэтому в 

табл.4.7 помимо maxw  и ( )

maxm  , приводим и значения ( )

maxm  : хотя плита квадратная и 

нагружение симметричное, в середине пластины ( ) ( )m m  . Кроме того, табл.4.6 

иллюстрирует: как и при статическом нагружении изгибающие моменты 

( ) ( )

max maxm m   , поскольку в направленной оси 𝜂 жесткость ортотропной пластины 

выше. Заметим также, что свои максимальные значения искомые величины 

принимают в другие моменты времени, чем в изотропной плите. 
2

 


= ; по 

(3.7.5): C =  . 

Для безбалочных железобетонных перекрытий . По (4.1.14) получим 1,5C = . 

Значения maxw  и ( )

maxm  , 0,17 = , вычисленные при этом значения прочих одних 

и тех же параметрах второй тестовой задачи приводится в табл.4.6. 

Табл.4.6. 

n 1/12 (84k) 1/16 (127k) 1/18 (191k) 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

( )

maxm   0, 05288 0,05282 0,05279 

maxw  0,004876 0,004869 0,004868 
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Табл.3.12. 

n 1/8 1/10 1/12 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

maxw  0,0905 0,0916 0,0923 

( )

maxm   0,665 0,684 0,707 

( )

maxm   0,891 0,873 0,869 

 

Вторая задача - та же, что и в §4.1. Отличие в том, что плита ортотропная. 

В табл.4.8 даются результаты затухания (верхние значения) и с учетом затухания 

при 1,5C =  (нижние значения). Колебательный процесс изучался в этой задаче на 

отрезке времени 
1

t


= . На рис.4.1 показано изменение w в середине плиты в 

зависимости от времени; 2-ая кривая соответствует расчету без учета поглощение 

энергии, 1-ая  с учетом; k-число временных слоев. 

Табл.3.13 

n 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

maxw  0,009255

0,008641
 

0,009294

0,008675
 

0,009317

0,008696
 

( )

maxm   0,11001

0,10264
 

0,11056

0,10312
 

0,11090

0,10344
 

( )

maxm   0,06328

0,05899
 

0,06368

0,05934
 

0,06394

0,05951
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Рис. 4.1 

Третья задача - квадратная жестко заделанная по всему контуру 

ортотропная плита под той же нагрузкой, что и изотропная плита в третьей задаче 

(§4.1). Результаты расчета для характерных точек, показанных на рис.4.2, 

полученные при 0C = , даны в табл.4.9. 

 

Рис.4.2 



100 

 

 

Табл.4.9 

n 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

Aw  0,003022 0,003051 0,003059 

( )

Am   0,03058 0,03088 0,03106 

( )

Am   0,05573 0,05617 0,05641 

( )

Bm   -0,10444 -0,10536 -0,10583 

( )

Cm   -0,05910 -0,05937 -0,06011 

 

 

Четвертая задача- прямоугольная ортотропная плита, у которой три 

стороны шарнирно оперты, одна сторона свободна от закрепленной.  Вдоль оси 

симметрии плита загружена равномерно распределенной полосовой вибрационной 

нагрузкой (рис.4.3) : 

( ) 2sin(1,6 )ijq k   =   .                                                                            (4.2.1)  

где k - номер рассматриваемого временного слоя; τ - постоянный шаг по 

безразмерной оси времени . 
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Рис. 4.3 

В табл.4.10 даются результаты для наибольших по времени значений 

безразмерных прогибов и изгибающих моментов в точке А, полученные при 0C =  

(верхние значения) и при 1,5C =  (нижние). На рис 4.4 показано изменение во 

времени значений ( )

Bw   - (1-ая кривая ), полученные при 0C =  . 

Табл.4.10 

n 1/12 1/16 1/18 

  
2

1

64
 

2

1

100
 

2

1

150
 

Aw  0,017333

0,015896
 

0,009255

0,008641
 

0,009255

0,008641
 

( )

Am   0,07300

0,07133
 

0,07220

0,07089
 

0,07178

0,07065
 

( )

Am   0,05978

0,06318
 

0,05836

0,06227
 

0,05750

0,06155
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Рис.4.4 

 

На рис. 4.5 значение ,В Вw m  даются с учетом затухания  1,5С = . 

 

Рис.4.5 
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Выводы по главе 4. 

Для апробации полученного в третьей главе алгоритма и написанной на его 

основе программы в первом параграфе четвертой главы были решены тестовые 

примеры по расчету изотропных пластин на динамические нагрузки. На трех 

вложенных одна в другую сетках исследовалась сходимость решения. Кроме того, 

сравнение полученных результатов с ранее известными показало их практическое 

совпадение и выявило высокую точность разработанной методики. 

Во втором параграфе четвертой главы опубликованы результаты расчета 

новых задач, а именно задач по расчету ортотропных пластин на динамические 

нагрузки. 

Составленная нами программа позволяет рассчитать ортотропные плиты с 

любой комбинацией краевых условий на произвольные динамические нагрузки. 
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Заключение 

1. Разработана численная методика расчета ортотропных пластин на 

свободные и вынужденные колебания с привлечением разностной формы 

метода последовательных аппроксимаций. 

2. Предложены алгоритмы расчета и составлены программы для ЭВМ по 

расчету ортотропных пластин на свободные и вынужденные колебания. 

3. В качестве тестовых рассмотрены задачи поперечных колебаний 

изотропных пластин, как частного случая ортотропных. Вычисления 

выполнены с использованием указанных выше программ по расчету 

ортотропных пластин. Численное исследование сходимости решений, а 

также сравнение полученных нами результатов с известными, 

опубликованными ранее, продемонстрировало высокую точность и 

надежность вычислительных алгоритмов и составленных по ним программ. 

4. С использованием предложенных программ получены решения новых задач 

по расчету ортотропных пластин с различными условиями опирания на 

динамические нагрузки. В качестве внешнего воздействия рассмотрены 

импульсные и гармонические нагрузки, полосовые и распределенные по 

площади. 

5. Перспективным направлением развития настоящей работы является 

разработка численной методики расчета ортотропных пластин на 

динамическое воздействие с учетом действия продольных сил в серединной 

плоскости. 
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